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2.2.1 Fracciones Continuas Puramente Periódicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Introducción

En el artı́culo 304 de las célebres Disquisiciones Aritméticas [4], Gauss afir-
maba:

Es curioso y serı́a digno de un geómetra, investigar la ley que justifique el
hecho de que los determinantes con una clase por cada género se hacen menos
frecuentes. Hasta el momento no podemos asegurar teóricamente ni conjeturar
por observación si hay un número finito de ellos (esto es poco probable) o si se
hacen infinitamente raros o que su frecuencia tiende a un lı́mite fijo.

En el lenguaje de la teorı́a de números, la afirmación de Gauss queda traducida
como:

Existe una infinidad de campos cuadráticos reales cuyo anillo de enteros es de
ideales principales.

Esta afirmación se conoce actualmente con el nombre de Conjetura de Gauss y
sólo se tienen algunos resultados parciales. Por ejemplo, Biró [1] [2] determinó to-
dos los campos cuadráticos reales de la forma Q(

√
n2 + 1) y Q(

√
n2 + 4) con

número de clases 1. También, Byeon, Kim y Lee [3] determinaron todos los cam-
pos cuadráticos reales de la forma Q(

√
n2 − 4) con número de clases 1, sólo por

mencionar algunos de ellos.

En contraparte a la conjetura de Gauss, el objetivo de este trabajo consiste en
estudiar la ecuación diofantina

d = σ2am + b2

por medio de la teorı́a de los números algebraicos y la teorı́a elemental de las
fracciones continuas. Mostraremos algunos criterios de divisibilidad del número
de clases del campo cuadrático real Q(

√
σ2am + b2), bajo ciertas suposiciones

sobre el entero d.
En el Capı́tulo 1 damos una introducción a la teorı́a de los números algebraicos.

Uno de los resultados más importantes en este capı́tulo es la finitud del número de
clases hF de un campo de números F . Estudiando el número de clases hF veremos
cuándo el anillo de enteros AF es un dominio de factorización única. Por último
daremos la caracterización de los campos cuadráticos reales y de sus anillos de
enteros.
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6 Introducción

El Capı́tulo 2 contiene los conceptos básicos acerca de las fracciones continuas
simples. Estudiaremos los irracionales cuadráticos y su representación en fraccio-
nes continuas, algunas propiedades aritméticas de los convergentes, que es básica-
mente lo que nos servirá en el Capı́tulo 3.

El Capı́tulo 3 es el objetivo de este trabajo. Aquı́ estudiaremos los ideales de
un anillo cuadrático AF , veremos que en la clase de un ideal de AF siempre hay al
menos un ideal primitivo y uno reducido. Involucraremos las fracciones continuas
con el generador irracional de un ideal primitivo I , con base en esto probaremos
el teorema principal de este capı́tulo y de este trabajo, el cual describe todos los
ideales reducidos equivalentes a un ideal dado I . Un corolario de dicho teorema
relaciona la longitud del perı́odo de la fracción continua del generador irracional
de I con un ciclo de ideales reducidos equivalentes a I .

Como aplicación de lo anterior probaremos un teorema que nos da un criterio
de divisibilidad para el número de clases de un campo cuadrático real. Finalmente,
utilizaremos este resultado para hallar una familia infinita de anillos cuadráticos
asociados a un campo cuadrático real con número de clases par.

En la literatura no encontramos una lista de campos cuadráticos reales con
número de clases par con las condiciones del Ejemplo 3.3.30 del Capı́tulo 3. La
aproximación más cercana es la que aparece en [11], página 274.



Capı́tulo 1

Preliminares

Este capı́tulo contiene la teorı́a esencial para conocer los campos de números
y sus anillos de enteros. El objetivo principal es estudiar el número de clases de
un campo de números F e involucrar este concepto para saber cuándo el anillo de
enteros de F es un dominio de factorización única (DFU). Por último aplicaremos
esta teorı́a a los anillos cuadráticos.

En este capı́tulo siempre hablaremos de una extensión finita de campos L/K.
L se puede ver como un espacio vectorial sobre K. A la dimensión de L como
espacio vectorial sobre K se le llama el grado de L sobre K y lo denotaremos por
[L : K]. La idea de la teorı́a de Galois es asociarle a cada extensión finita, normal
y separable de campos L/K el grupo Aut(L/K) para obtener información de la
estructura de la extensión. Aut(L/K) es el grupo, bajo composición, de isomor-
fismos σ : L → L tales que σ(k) = k para toda k ∈ K, a estos isomorfismos
los llamaremos K-automorfismos de L. Si L/K es una extensión finita, normal y
separable, le llamaremos una extensión de Galois y el grupo Aut(L/K) se lla-
ma el grupo de Galois de L sobre K, denotado por Gal(L/K). Cuando L/K es
una extensión de Galois, se tiene que K es el campo fijo de Gal(L/K), es decir,
K = LGal(L/K) y en este caso |Gal(L/K)| = [L : K].

1.1. Norma, Traza y Discriminante
Esta sección será un breve resumen de lo que necesitamos saber en este trabajo

sobre la norma, la traza y el discriminante. Lo referente a esta sección se puede
consultar en [6].

Consideremos una extensión finita de campos L/K, de dimensión [L : K] =
n. Sea {α1, α2, . . . , αn} una base de L/Ky α ∈ L. Entonces ααi =

∑n
j=1 aijαj ,

con aij ∈ K.

Definición 1.1.1. La norma de α se define como NL/K(α) = det(aij) y la traza
de α se define como trL/K(α) =

∑n
i=1 aii.

Cuando esté clara la extensión en la cual estamos trabajando, denotaremos la
norma y la traza como N(α) = det(aij) y tr(α) =

∑n
i=1 aij .
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8 1. PRELIMINARES

Proposición 1.1.2. La norma y la traza no dependen de la elección de la base.

�

A continuación daremos algunas propiedades de la norma y la traza.

Proposición 1.1.3. Sean α, β ∈ L y a ∈ K. Entonces:
1. N(αβ) = N(α)N(β),
2. N(aβ) = anN(β),
3. N(1) = 1,
4. si α 6= 0, N(α−1) = N(α)−1,
5. tr(α+ β) = tr(α) + tr(β),
6. tr(aα) = at(α).

�

Proposición 1.1.4. Si L/K es una extensión de Galois, entonces

N(α) =
n∏
i=1

α(i) y tr(α) =
n∑
i=1

α(i),

donde Gal(L/K) = {σ1, . . . , σn} y α(i) = σi(α).

�

Definición 1.1.5. Sean α1, . . . , αn ∈ L. Definimos el discriminante de α1, . . . , αn
como ∆(α1, . . . , αn) = det(tr(αiαj)).

Proposición 1.1.6. Si ∆(α1, . . . , αn) 6= 0, entonces {α1, . . . , αn} es una base de
L/K. Si L/K es una extensión separable y {α1, . . . , αn} es una base de L/K,
entonces ∆(α1, . . . , αn) 6= 0.

DEMOSTRACIÓN. Ver [6] página 173, Proposición 12.1.1. �

Proposición 1.1.7. Sean {α1, . . . , αn} y {β1, . . . , βn} dos bases de L/K. Si αi =
n∑
j=1

aijβj , con aij ∈ K, entonces ∆(α1, . . . , αn) = (det(aij))2∆(β1, . . . , βn).

DEMOSTRACIÓN. Escribimos αiαk =
n∑
j=1

n∑
l=1

aijaklβjβl. Tomando la traza en

ambos lados se tiene que

tr(αiαk) =
n∑
j=1

n∑
l=1

aijakltr(βjβl).

Sean A = (tr(αiαk)), B = (tr(βjβl)) y C = (aij). Entonces A = CBCT . �
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1.2. Campos de Números y Anillos de Enteros
El tema principal de esta sección son los anillos de enteros y sus propiedades.

Definición 1.2.1. Un número álgebraico es un número complejo que es raı́z de
algún polinomio distinto de cero en Q[x]. Un entero álgebraico es un número
complejo que es raı́z de algún polinomio mónico en Z[x].

Proposición 1.2.2. El conjunto de los números algebraicos forman un campo.

DEMOSTRACIÓN. Ver [6] página 67, Proposición 6.1.3. �

Proposición 1.2.3. El conjunto de los enteros algebraicos forman un anillo.

DEMOSTRACIÓN. Ver [6] página 68, Proposición 6.1.5. �

Denotaremos al anillo de enteros algebraicos como Ω.

Definición 1.2.4. Un subcampo F de los números complejos, se llama campo de
números si [F : Q] es finito. Sea AF = F ∩ Ω. Llamaremos a AF el anillo de
enteros algebraicos de F .

Observación 1. Ya que [F : Q] es finito tenemos que F/Q es una extensión alge-
braica, por lo tanto F consta únicamente de números algebraicos.

A lo largo de esta sección trabajaremos con la extensión F/Q y vamos a supo-
ner que [F : Q] = n.

Lema 1.2.5. Supongamos que β ∈ F . Entonces existe b ∈ Z, b 6= 0, tal que
bβ ∈ AF .

DEMOSTRACIÓN. Como β ∈ F , tenemos que β satisface una ecuación

a0 + a1β + · · ·+ anβ
n = 0 ai ∈ Z, an 6= 0.

Multiplicando ambos lados de la ecuación anterior por an−1
n , se tiene que

a0a
n−1
n + an−1

n a1β + an−1
n a2β

2 + · · ·+ an−1
n anβ

n = 0,

entonces

a0a
n−1
n + an−2

n a1(anβ) + an−3
n a2(anβ)2 + · · ·+ (anβ)n = 0.

De donde
f(x) = a0a

n−1
n + an−2

n a1x+ an−3
n a2x

2 + · · ·+ xn

es un polinomio mónico con coeficientes en Z y anβ es raı́z de f(x). Por lo tanto
anβ ∈ AF . �

Proposición 1.2.6. Cada ideal I 6= 0 de AF contiene una base para F sobre Q.
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DEMOSTRACIÓN. Si {β1, . . . , βn} es una base de F sobre Q, entonces por el
Lema 1.2.5 existen bi ∈ Z, bi 6= 0 tal que b1β1, . . . , bnβn ∈ AF . Sea α ∈ I, α 6=
0. Como I es ideal de AF , se tiene que b1β1α, . . . , bnβnα ∈ I . Es claro que
{biβiα}ni=1 es una base de F sobre Q contenida en I .

�

Veamos ahora qué sucede con la norma y traza de un elemento en AF .

Lema 1.2.7. Un número racional r ∈ Q es un entero algebraico si y sólo si r ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. Si r ∈ Z, entonces r satisface el polinomio mónico con coefi-
cientes enteros x− r. Por lo tanto r es un entero algebraico.

Supongamos ahora que r ∈ Q y es un entero algebraico. Entonces r satisface
un polinomio mónico en Z[x], digamos

p(x) = b0 + b1x+ · · ·+ xn,

con bi ∈ Z. Sea r =
c

d
con c, d ∈ Z y mcd(c, d) = 1. Luego,

p(r) = b0 + b1

( c
d

)
+ · · ·+

( c
d

)n
= 0.

Multiplicando la ecuación anterior por dn, se tiene que

cn = −b0dn − b1cdn−1 − . . .− bn−1c
n−1d

= d(−b0dn−1 − b1cdn−2 − . . .− bn−1c
n−1).

De donde d|cn. Puesto que mcd(d, c) = 1, se tiene mcd(d, cn) = 1, por lo que
d|1. De ahı́, d = ±1 y se concluye que r ∈ Z. �

Proposición 1.2.8. Sea α ∈ AF . Entonces N(α), tr(α) ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. Como α ∈ AF satisface un polinomio mónico enZ[x], tenemos

a0 + a1α+ · · ·+ αn = 0,

con ai ∈ Z. Sea σ ∈ Aut(F/Q). Entonces

a0 + a1σ(α) + · · ·+ σ(α)n = σ(a0 + a1α+ · · ·+ αn) = 0.

De ahı́ se obtiene que σ(α) satisface un polinomio mónico con coeficientes en Z,
es decir, σ(α) ∈ AF . Ahora como

(1) N(α) =
∏

σ∈Aut(F/Q)

σ(α) y tr(α) =
∑

σ∈Aut(F/Q)

σ(α),

y ya que AF es un anillo, se tiene N(α), tr(α) ∈ AF . Ahora veamos que la norma
y traza son funciones de F en Q. Sea ρ ∈ Aut(F/Q). Entonces por (1) se tiene
que

ρ(N(α)) =
∏

σ∈Aut(F/Q)

ρσ(α) =
∏

τ∈Aut(F/Q)

τ(α) = N(α).
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Es decir, cualquier automorfismo ρ ∈ Aut(F/Q) fija a la norma. Entonces ésta
debe estar en Q. Con un argumento análogo al anterior, se concluye que la función
traza va de F a Q. Luego por el Lema 1.2.7 se tiene que N(α), tr(α) ∈ Z. �

Corolario 1.2.9. Sea {α1, . . . , αn} una base de F sobre Q tal que αi ∈ AF para
1 ≤ i ≤ n. Entonces ∆(α1, . . . , αn) ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. Se tiene que ∆(α1, . . . , αn) = det(tr(αiαj)). Luego por la
Proposición 1.2.8 se tiene que tr(αiαj) ∈ Z. Entonces ∆(α1, . . . , αn) ∈ Z. �

Proposición 1.2.10. Sean I un ideal en AF y {α1, . . . , αn} ⊆ I una base de F/Q
tal que |∆(α1, . . . , αn)| es mı́nimo. Entonces I = Zα1 + Zα2 + · · ·+ Zαn.

DEMOSTRACIÓN. Como αi ∈ AF se tiene ∆(α1, . . . , αn) ∈ Z, por lo que existe
tal base con |∆(α1, . . . , αn)| mı́nimo. Si α ∈ I , entonces α = γ1α1 + · · ·+ γnαn
con γi ∈ Q para 1 ≤ i ≤ n. Probaremos que γi ∈ Z. Supongamos que γi 6∈ Z
para algún i. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que γ1 6∈ Z. Por lo tanto
γ1 ∈ Q\Z y ası́ γ1 = m+ θ donde m ∈ Z y 0 < θ < 1.

Sean β1 = α −mα1, β2 = α2, . . . , βn = αn. Como m ∈ AF e I es un ideal
de AF , tenemos mα1 ∈ I y por tanto α −mα1 ∈ I , ası́ que {β1, . . . , βn} ⊆ I .
Probemos que {βi}ni=1 es una base paraF/Q. Supongamos que q1β1+· · ·+qnβn =
0 con qi ∈ Q para 1 ≤ i ≤ n. Se tiene que

0 = q1(α−mα1) + q2α2 + · · ·+ qnαn
0 = q1(γ1α1 + · · ·+ γnαn)− q1mα1 + q2α2 + · · ·+ qnαn
0 = (q1γ1 − q1m)α1 + (q1γ2 + q2)α2 + · · ·+ (q1γn + qn)αn.

Pero como {αi}ni=1 es base para F/Q, entonces q1γ1 − q1m = 0 y q1γj + qj = 0
para 2 ≤ j ≤ n. De ahı́ se obtiene que qj = 0 para 1 ≤ j ≤ n y como [F : Q] = n,
se concluye que {βi}ni=1 es base para F/Q. Por otro lado, sean

β1 = α−mα1 = θα1 + γ2α2 + · · ·+ γnαn

β2 = α2, . . . , βn = αn.

La matriz cambio de base entre esas dos bases es
θ γ2 · · · γn
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 .

El determinante de esa matriz es θ, luego por la Proposición 1.1.7, se tiene que
|∆(β1, . . . , βn)| = θ2|∆(α1, . . . , αn)| y como 0 < θ2 < 1, se llega a que

|∆(β1, . . . , βn)| < |∆(α1, . . . , αn)|.

Lo cual es una contradicción al hecho de que |∆(α1, . . . , αn)| es mı́nimo. Por lo
tanto se concluye que γi ∈ Z para 1 ≤ i ≤ n y ası́ I = Zα1 + · · ·+ Zαn. �
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Para la siguiente definición consideremos a AF como ideal de sı́ mismo.

Definición 1.2.11. Si {α1, . . . , αn} ⊆ AF es una de base de F/Q, tal que AF =
Zα1 + Zα2 + · · ·+ Zαn, entonces diremos que {α1, . . . , αn} es una base entera
para F/Q.

Corolario 1.2.12. Sean A = {α1, . . . , αn} y B = {β1, . . . , βn} dos bases enteras
arbitrarias para F/Q. Entonces el discriminante de A es igual al discriminante
de B.

DEMOSTRACIÓN. Puesto que αi =
n∑
j=1

aijβj con aij ∈ Z, se tiene por la Propo-

sición 1.1.7
∆(α1, . . . , αn) = (det(aij))2∆(β1, . . . , βn).

Ya que βj =
n∑
k=1

cjkαk, con cjk ∈ Z, es fácil ver que det((aij)(cjk)) = 1. De

ahı́ que det(aij) = ±1. Por lo tanto ∆(α1, . . . , αn) = ∆(β1, . . . , βn). �

Definición 1.2.13. El discriminante de AF es el discriminante de una base entera
de F/Q y se denota por δF . También δF se llama el discriminante de F/Q.

A partir de este momento siempre consideraremos ideales de AF distintos de
cero.

Lema 1.2.14. Sea I un ideal de AF . Entonces I ∩ Z 6= 0.

DEMOSTRACIÓN. Sea α ∈ I , α 6= 0. Entonces α satisface un polinomio mónico
en Z[x], digamos p(x) = a0 + a1x + · · · + xn y tal que sea el de grado mı́nimo.
Entonces a0 6= 0. Luego a0 = −a1α− · · · − αn ∈ I ∩ Z. �

Proposición 1.2.15. Para cada ideal I de AF , AF /I es finito.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 1.2.14 existe a ∈ I ∩ Z, a 6= 0. Sea (a) el ideal
principal generado por a en AF . Consideremos la función f dada por

f : AF /(a) −→ AF /I

f(d+ (a)) = d+ I.

La función f está bien definida porque si d1 + (a) = d2 + (a), entonces d1− d2 ∈
(a) ⊆ I y por tanto d1 + I = d2 + I , es decir, f(d1 + (a)) = f(d2 + (a)).

Además es claro que f es una función sobre, por lo que |AF /I| ≤ |AF /(a)|,
ası́ que para mostrar que AF /I es finito basta probar que AF /(a) lo es.
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Sea {w1, w2, . . . , wn} una base entera para F/Q, es decir,AF = Zw1+Zw2+
· · ·+ Zwn con wi ∈ AF . Sea

S =

{
n∑
i=1

γiwi : 0 ≤ γi < a

}
y veamos que S es un conjunto de representantes deAF /(a). Si w ∈ AF , entonces
w =

∑n
i=1miwi con mi ∈ Z para 1 ≤ i ≤ n. Luego por el algoritmo de la

división se tiene que mi = qia+ γi con 0 ≤ γi < |a|. Por otro lado se tiene que

w −
n∑
i=1

γiwi = (m1 − γ1)w1 + · · ·+ (mn − γn)wn

= a(q1w1 + · · ·+ qnwn),
de lo cual w ≡

∑n
i=1 γiwi (mód (a)) y por tanto para cada clase de AF /(a) hay

una de S/(a).
Veamos ahora que todos los elementos de S/(a) son distintos. Supongamos

entonces que existen
∑n

i=1 γiwi y
∑n

i=1 βiwi dos elementos distintos de S tal que∑n
i=1 γiwi + (a) =

∑n
i=1 βiwi + (a). De ahı́ que

(γ1 − β1)w1 + · · ·+ (γn − βn)wn = at

para algún t ∈ AF . Ası́ que

(γ1 − β1)w1 + · · ·+ (γn − βn)wn = a(z1w1 + · · ·+ znwn)

con zi ∈ Z. Por lo que

(γ1 − β1 − az1)w1 + · · ·+ (γn − βn − azn)wn = 0.

Pero como {wi}ni=1 es una base sobre Q, obtenemos que γi − βi − azi = 0 para
1 ≤ i ≤ n. Luego por el hecho de que 0 ≤ γi, βi < a, se tiene que −a < azi < a
y entonces −1 < zi < 1, por lo que zi = 0 para toda i. Entonces γi = βi, por lo
cual concluimos que todos los elementos de S/(a) son distintos. Luego como hay
una biyección de S + (a) a AF /(a) y |S| = an, entonces |AF /(a)| = an. �

Corolario 1.2.16. AF es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia directa de la Proposición 1.2.15. �

De la teorı́a básica del Álgebra Conmutativa se sabe que son equivalentes:
i) AF es noetheriano
ii) Cualquier familia no vacı́a de ideales tiene un elemento maximal.

Corolario 1.2.17. Cada ideal primo de AF es maximal.

DEMOSTRACIÓN. Si P es un ideal primo de AF , entonces AF /P es un dominio
entero y además es finito, por lo tanto AF /P es un campo. De ahı́ se sigue que P
es maximal. �
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Corolario 1.2.18. La factorización en irreducibles es posible en AF .

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe x 6= 0, x ∈ AF que no es unidad y
que no tiene una expresión como un producto finito de irreducibles. Sean X =
{x ∈ AF : x 6= 0, x no es unidad y no es producto finito de irreducibles} y A =
{(x) ⊆ AF : x ∈ X}. Entonces A tiene elementos maximales, digamos (x) es
maximal. Puesto que x no puede ser irreducible, se tiene x = yz, donde y, z no
son unidades. De Ahı́ que (x)  (y) y (x)  (z). Por la maximalidad de (x) se
tiene que y = p1 · · · pn y z = q1 · · · qm, donde pi y qi son irreducibles. De ahı́ que
x tiene una expresión como un producto finito de irreducibles, lo cual contradice
nuestra suposición. �

Lema 1.2.19. Sea I ⊆ AF un ideal. Si β ∈ F es tal que βI ⊆ I , entonces β ∈ AF .

DEMOSTRACIÓN. Sean I un ideal de AF , β ∈ F y {ai}ni=1 ⊆ I una base de F/Q
tal que I = Zα1+· · ·+Zαn. Se tiene que βai ∈ βI ⊆ I , por lo que existen bij ∈ Z
tal que βai =

∑n
j=1 bijaj . Entonces

∑n
j=1 bijaj − βai = 0 y de ahı́ tenemos el

siguiente sistema homogéneo de ecuaciones

(b11 − β)a1 + b12a2 + · · ·+ b1nan = 0
b12a2 + (b22 − β)a2 + · · ·+ b2nan = 0

...
...

...
bn1a1 + bn2a2 + · · ·+ (bnn − β)an = 0.

Sea B = (bij) y consideremos el sistema lineal homogéneo (B − Iβ)X = 0, el
cual tiene una solución no trivial (a1, . . . , an) y por lo tanto el det(B − Iβ) = 0.

Sea p(x) el polinomio caracterı́stico de B, es decir, p(x) = det(B − Ix).
Como bij ∈ Z, tenemos que p(x) ∈ Z[x], además es mónico y β es raı́z de p(x).
Luego, β ∈ AF . �

Lema 1.2.20. Si I y J son ideales de AF tal que I = IJ , entonces J = AF .

DEMOSTRACIÓN. Si I = IJ , {ai}ni=1 es una base de F/Q tal que I = Zα1 +
· · · + Zαn, entonces ai ∈ I = IJ . Luego, existen αij ∈ I y βij ∈ J , tal que
ai =

∑n
j=1 αijβij para i = 1, . . . , n. Pero como αij ∈ I , existen lijk ∈ Z tal que

αij =
∑n

k=1 lijkak. Entonces se tiene que:

ai =
n∑
j=1

(
n∑
k=1

lijkak

)
βij =

n∑
k=1

ak

n∑
j=1

lijkβij .

Sea γik =
∑n

j=1 lijkβij ∈ J . Entonces ai =
∑n

k=1 γikak, de lo cual se tiene

(γ11 − 1)a1 + γ12a2 + · · ·+ γ1nan = 0
γ21a1 + (γ22 − 1)a2 + · · ·+ γ2nan = 0

...
...

...
γn1an1 + γn2a2 + · · ·+ (γnn − 1)an = 0.
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Sea Γ = (γik). Ası́ que det(Γ− I) = 0. Sea p(x) = det(Γ− Ix). Como γik ∈ J
se tiene que p(x) ∈ J [x]. Además p(x) es mónico y 1 es raı́z de p(x). Supongamos
que p(x) =

∑n−1
i=1 cix

i + xn con ci ∈ J . Entonces 0 = p(1) =
∑n−1

i=1 ci + 1 y de
ahı́ 1 ∈ J . Por lo tanto J = AF . �

Proposición 1.2.21. Sean I, J ideales de AF y w ∈ AF tal que (w)I = JI .
Entonces (w) = J .

DEMOSTRACIÓN. Sea β ∈ J . Probemos primero que
(
β

w

)
I ⊆ I . Sea α ∈ I .

Entonces αβ ∈ IJ = (w)I . Como los elementos de (w)I son de la forma wγ con

γ ∈ I , tenemos que αβ = wγ para algún γ ∈ I . De ahı́ se sigue que
β

w
α = γ ∈ I

para toda α ∈ I . Entonces
(
β

w

)
I ⊆ I . Por el Lema 1.2.19 se tiene que

β

w
∈ AF ,

entonces β ∈ (w). De ahı́ J ⊆ (w), por lo que w−1J ⊆ AF . Observemos que
w−1J es un ideal de AF . Por hipótesis (w)I = JI , ası́ que I = w−1JI . Por el
Lema 1.2.20 se tiene que w−1J = AF y por lo tanto (w) = J . �

1.3. El Número de Clases
En esta sección introduciremos una relación de equivalencia en la familia

{I 6= (0) : I es un ideal de AF }.

Veremos que el número hF de clases de equivalencia es finito. Éste es uno de los
invariantes más importantes asociado a F .

Definición 1.3.1. Sean I, J ideales no nulos deAF . Escribiremos I ∼ J , si existen
α, β ∈ AF distintos de cero tal que (α)I = (β)J .

Proposición 1.3.2. ∼ es de equivalencia.

DEMOSTRACIÓN. Sean I, J,M ideales de AF . Basta probar que ∼ es transitiva.
Supongamos que I ∼ J y J ∼ M , entonces existen α, β1, β2, γ en AF distintos
de cero tal que

(α)I = (β1)J y (β2)J = (γ)M.

De donde
(α)(β2)I = (β1)(β2)J = (β1)(γ)M,

entonces
(αβ2)I = (β1γ)M.

�
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Definición 1.3.3. A las clases de equivalencia le llamaremos clases de ideales. Al
número de clases de ideales en AF le llamaremos el número de clases de F y lo
denotaremos por hF .

La siguiente proposición nos dice en términos del número de clases cuándo
AF es un dominio de ideales principales (DIP) y luego veremos que este resultado
también nos dirá cuándo AF es un dominio de factorización única (DFU), lo cual
será de importancia en el último capı́tulo.

Proposición 1.3.4. hF = 1 si y sólo si AF es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que hF = 1 y sea I un ideal de AF . Se tiene
entonces que I ∼ AF , por lo que existen α, β en AF distintos de cero tal que

(α)I = (β)AF = (β). Entonces β = α
n∑
i=1

α′iai con α′i ∈ AF y ai ∈ I , de

ahı́ que α divide a β en AF . Luego
β

α
=

n∑
i=1

α′iai ∈ I , ası́ que para x ∈ AF , se

tiene que
xβ

α
∈ I y por lo tanto

(
β

α

)
⊆ I . Sea a ∈ I . Entonces αa = βr para

algún r ∈ AF y ası́ a =
β

α
r, por lo que I ⊆

(
β

α

)
. Entonces I =

(
β

α

)
y por tanto

AF es un dominio de ideales principales. Es inmediato que si AF es un dominio
de ideales principales, entonces hF = 1. �

Para mostrar que hF <∞ necesitamos los siguientes resultados:

Lema 1.3.5. Para todo γ ∈ F , existe un entero positivo M que depende única-
mente del campo F , tal que |N(tγ − w)| < 1 para algún entero 1 ≤ t ≤ M y
algún w ∈ AF .

DEMOSTRACIÓN. Ver [6], página 178, Lema 5.

Corolario 1.3.6. (Hurwitz) Existe un entero positivo M que depende únicamente
de F con la siguiente propiedad: Dados α, β ∈ AF , con β 6= 0, existen un entero
1 ≤ t ≤M y w ∈ AF tal que |N(tα− wβ)| < |N(β)|.

DEMOSTRACIÓN. Sea γ =
α

β
∈ F . Entonces por el Lema 1.3.5 existe un entero

positivo M que depende sólo del campo F tal que |N(tγ − w)| < 1 para algún

entero 1 ≤ t ≤ M y algún w ∈ AF . De ahı́
∣∣∣∣N ( tαβ − w

)∣∣∣∣ < 1. Ya que β 6= 0,
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se tiene que N(β) 6= 0 y ası́

|N(tα− wβ)| 1
|N(β)|

= |N(tα− wβ)||N(β−1)| = |N((tα− wβ)β−1)|

=
∣∣∣∣N ( tα− wββ

)∣∣∣∣ < 1.

Por lo tanto |N(tα− wβ)| < |N(β)|. �

Teorema 1.3.7. El número de clases es finito.

DEMOSTRACIÓN. Sea I un ideal de AF . Para toda α ∈ I , se tiene que N(α) ∈ Z.
Escogemos β 6= 0, β ∈ I, tal que |N(β)| es mı́nimo. Por el Corolario 1.3.6 para
α ∈ I y β como antes, existen 1 ≤ t ≤ M y w ∈ AF tal que |N(tα − wβ)| <
|N(β)|. Como tα− wβ ∈ I y puesto que |N(β)| es mı́nimo, se tiene que
|N(tα− wβ)| = 0 y ası́ tα− wβ = 0, es decir, tα = wβ.

Por otro lado como t ≤M tenemos que t|M !, entonces
M !
t
wβ ∈ (β) y por el

párrafo anterior
M !
t
tα ∈ (β), por lo que M !α ∈ (β). De ahı́

M !I ⊆ (β).(2)

Si J =
1
β
M !I , por (2) se tiene que J ⊆ AF y es fácil ver que J es un ideal de

AF . Luego

(β)J = βAFJ = M !I = (M !)I,(3)

de ahı́ I ∼ J . Como β ∈ I , se tiene M !β ∈M !I = (β)J . Por lo que

M !β = β

n∑
i=1

γiji,

para algunos γi ∈ AF y ji ∈ J . Luego M ! =
n∑
i=1

γiji ∈ J y por tanto M !AF ⊆ J

y ası́
J

M !AF
<

AF
M !AF

(como grupos).(4)

Puesto que
∣∣∣∣ AF
M !AF

∣∣∣∣ es finito, hay un número finito de subgrupos en
AF

M !AF
, es

decir, hay un número finito de subgrupos de AF que contienen a M !AF .
Sea {Ji, 1 ≤ i ≤ n : Ji es un ideal de AF y M !AF ⊆ Ji}. Tal conjunto es

finito y por (3) se tiene que I ∼ Ji, para algún 1 ≤ i ≤ n. De ahı́ que hay un
número finito de clases de ideales, por lo tanto hF es finito. �

Al conjunto de clases de ideales en AF se le puede dar estructura de grupo
abeliano multiplicativo. La siguiente proposición es una aplicación del Teorema
1.3.7 y nos ayudará a definir los inversos de dicho grupo.
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Proposición 1.3.8. Si I es un ideal de AF , entonces existe un entero 1 ≤ k ≤ hF
tal que Ik es principal.

DEMOSTRACIÓN. Considere el conjunto de ideales {I, I2, . . . , IhF+1}. Entonces
al menos dos de esos ideales están en la misma clase. Por tanto existen i 6= j tal
que 1 ≤ i, j ≤ hF + 1 y tal que Ii ∼ Ij . Supongamos sin pérdida de generalidad
que i < j y sea k = j − i. Entonces Ik es principal. �

Si I es un ideal de AF , denotamos por I a la clase del ideal I . Sea J cualquier
otro ideal deAF . Definimos el producto de I y J como IJ . Esta operación está bien
definida y es asociativa. Observemos queAF I = I , para cualquier ideal I . Ası́ que
AF es el neutro. También nótese que (1)(α) = (α)AF . Por tanto, cualquier ideal
principal no nulo está relacionado con AF . Sea I un ideal de AF . Por el Teorema
1.3.8, existe un entero 1 ≤ k ≤ hF , tal que Ik = (α) para algún α ∈ AF . De
ahı́ que

I · Ik−1 = IIk−1 = Ik = (α).
Por lo tanto el conjunto de clases de ideales en AF tiene estructura de grupo abe-
liano multiplicativo.

Definición 1.3.9. Sea F un campo de números. El grupo de clases de ideales de
AF es

{I : I es ideal de AF }.

Proposición 1.3.10. Si I, J y K son ideales de AF , tal que IJ = IK, entonces
J = K.

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 1.3.8, existe k > 0 tal que Ik = (α), para
algún α ∈ AF . Como IJ = IK, entonces

Ik−1(IJ) = Ik−1(IK).

De ahı́ que (α)J = (α)K. Sea b ∈ J . Entonces αb ∈ (α)J = (α)K. Ası́ que
αb = αc, para algun c ∈ K, de donde b = c. Por lo tanto b ∈ K y entonces
J ⊆ K. Análogamente K ⊆ J y ası́ J = K. �

Proposición 1.3.11. Sean I, J ideales de AF , tal que I ⊆ J . Entonces existe un
ideal K de AF con la propiedad de que I = JK.

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 1.3.8, existe k > 0 tal que Jk = (β). Luego
como I ⊆ J , se tiene que

Jk−1I ⊆ Jk−1J = (β).

De ahı́ que
1
β
Jk−1I ⊆ AF . Sea K =

1
β
Jk−1I . Luego K es un ideal de AF y

JK = J

(
1
β
Jk−1I

)
=

1
β

(β)I = AF I = I . �
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1.4. Factorización de Ideales en los Anillos de Enteros

En esta sección demostraremos que los ideales no cero de AF se pueden es-
cribir en forma única como producto finito de ideales primos. También veremos
de manera breve el concepto de norma de un ideal y por último, involucrando al
número de clases, veremos cuándo AF es un DFU.

Lema 1.4.1. Sea I  AF un ideal. Entonces I está contenido en un ideal maximal.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia del Lema de Zorn. �

Proposición 1.4.2. Todo ideal distinto de cero de AF puede escribirse como pro-
ducto de un número finito de ideales primos.

DEMOSTRACIÓN. Sea I un ideal propio de AF . Si I es un ideal primo entonces
no hay nada que probar. Si I no es un ideal primo, entonces por el Lema 1.4.1 I
está contenido en un ideal maximal P1 y por la Proposición 1.3.11 se tiene que

I = P1J1

para algún ideal J1 de AF . Como J1 6= AF , entonces existe un ideal maximal P2

que lo contiene y ası́ J1 = P2J2, para algún ideal J2 de AF . Luego se tiene que

I = P1P2J2.

Si J2 = AF el proceso anterior termina, de lo contrario existe un ideal maximal
P3 que lo contiene y el proceso continua. Observemos que

I ( J1 ( J2 ( · · ·
y como AF es noetheriano, el proceso anterior termina en un número finito de
pasos, es decir, existe k tal que Jk = AF . Por lo tanto

I = P1P2 · · ·Pk−1.

�

En la Proposición 1.4.2 los ideales primos no necesariamente son diferentes.

Nótese que si P es un ideal primo, entonces la cadena

P ! P 2 ! P 3 ! · · ·
es de contenciones propias, pues de lo contrario, existe i tal que P i = P i+1 y por
el Lema 1.2.20 se tendrı́a que P = AF , lo que es una contradicción.

Definición 1.4.3. Sean P un ideal primo, I un ideal. Definimos ordP I como el
único entero no negativo t tal que P t ⊇ I y P t+1 + I .
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Proposición 1.4.4. Sean P un ideal primo, I, J ideales de AF . Entonces
i) ordPP = 1.
ii) Si P ′ 6= P , donde P ′ es primo, entonces ordPP ′ = 0.

iii) ordP IJ = ordP I + ordPJ .

DEMOSTRACIÓN. i) Es evidente.
ii) Si ordPP ′ > 0, entonces P ′  P . Por el Corolario 1.2.17 P ′ es maximal,

por lo que P ′ = P , que es una contradicción.
iii) Sean ordP I = t, ordPJ = s. Entonces I ⊆ P t, J ⊆ P s y J * P s+1, I *

P t+1. De ahı́ que I = P tI1, J = P sJ1 con I1 * P, J1 * P . Luego

IJ = P t+sI1J1 ⊆ P t+s.

Si IJ ⊆ P t+s+1, entonces IJ = P t+s+1K. Ası́ que

P t+sI1J1 = P t+s+1K

y por la Proposición 1.3.10 I1J1 = PK ⊆ P . Puesto que P es primo, I1 ⊆ P
ó J1 ⊆ P , lo cual es una contradicción. Por lo tanto

ordP IJ = t+ s = ordP I + ordPJ.

�

Teorema 1.4.5. Sea I ⊆ AF un ideal. Entonces

I =
∏

P a(P ),(5)

donde el producto es sobre el conjunto de todos los ideales primos de AF y los
a(P ) son enteros no negativos de los cuales sólo un número finito no es cero. Los
enteros a(P ) están determinados de manera única por a(P ) = ordP I .

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 1.4.2, se tiene que I se puede escribir como
un producto de ideales primos. Sea P0 un ideal primo. Aplicando ordP0 a ambos
lados de (5) y utilizando la Proposición 1.4.4, tenemos que

ordP0I = ordP0

∏
P a(P ) =

∑
P

a(P )ordP0P = a(P0)ordP0P0 = a(P0).

Por lo que la factorización en ideales primos es única. �

Definición 1.4.6. Sea I un ideal de AF . Definimos la norma del ideal I como
N(I) = |AF /I|.

Según la Proposición 1.2.15N(I) <∞. Los siguientes resultados son algunas
propiedades de la norma de un ideal que nos servirán más adelante.

Teorema 1.4.7. Sean I y J ideales de AF . Entonces

N(IJ) = N(I)N(J).
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DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 1.4.5 y por inducción en el número de factores
basta probar que

N(IP ) = N(I)N(P ),
donde P es un ideal primo. Probaremos que

|AF /IP | = |AF /I||I/IP |(6)

y

|I/IP | = |AF /P |.(7)

Consideremos el homomorfismo de anillos ϕ : AF/IP → AF /I definido por
ϕ(x+ IP ) = x+ I . Es claro que ϕ es sobre y kerϕ = I/IP . Por lo tanto

AF /I ∼=
AF /IP

I/IP
,

de ahı́ que
|AF /IP | = |AF /I||I/IP |.

Para probar (7), primero nótese que I 6= IP , por lo que IP  I . Supongamos que

IP ⊆ J ⊆ I,
donde J es un ideal de AF . De ahı́ que P ⊆ I−1J ⊆ AF . Puesto que I−1J ⊆ A,
se puede ver que I−1J es un ideal de AF y como P es maximal, se tiene que
I−1J = AF o I−1J = P . De ahı́

J = I o J = IP.

Sea a ∈ I\IP . Entonces IP + (a) = I , puesto que IP  IP + (a) ⊆ I . Sea
ψ : AF → I/IP , definido por ψ(x) = ax+IP . Puesto que IP+(a) = I , se tiene
que ψ es un epimorfismo de AF -módulos. El kernel de ψ satisface que P ⊆ kerψ.
También kerψ 6= AF , pues de lo contrario se tendrı́a I = IP . Puesto que P es
maximal, se tiene P = kerψ. Por tanto

AF /P ∼= I/IP,

como AF -módulos. De ahı́ |AF /P | = |I/IP |. �

Teorema 1.4.8. Sea I un ideal de AF . Entonces
i) Si N(I) es primo, entonces I también es primo.

ii) N(I) es un elemento de I , o equivalentemente I|(N(I)).

DEMOSTRACIÓN. i) Escribimos I como un producto de ideales primos y aplica-
mos la norma.

ii) Puesto que N(I) = |AF /I| es el orden del grupo AF /I , tenemos que para
todo x + I ∈ AF /I , se tiene que N(I)(x + I) = I , de donde N(I)x ∈ I , luego
N(I) = N(I)1 ∈ I . �

Siempre es cierto que un DIP es un DFU, pero no necesariamente un DFU es
un DIP, por ejemplo el anillo R[x, y] es un DFU y no es un DIP. El caso AF es
particularmente interesante.
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Teorema 1.4.9. La factorización de elementos de AF en irreducibles es única si y
sólo si AF es un DIP.

DEMOSTRACIÓN. Siempre se tiene que un DIP es un DFU, entonces falta probar
que AF es un DIP si AF es un DFU. Para esto basta probar que cada ideal primo
es principal, puesto que cada ideal en AF se puede escribir como un producto de
ideales primos.

Sea P un ideal primo enAF . Por ii) del Teorema 1.4.8 tenemos que P |(N(P )).
Supongamos que N(P ) = |AF /P | = n, para algún n ∈ N.

Por el Corolario 1.2.18, n se puede factorizar como un producto de elementos
irreducibles en AF , digamos

n = π1 · · ·πs con πi ∈ AF .
Como P |(n) y P es un ideal primo, tenemos

(8) P |(πi),
para algún i. Por hipótesis AF es un DFU, por lo que πi es primo y por tanto (πi)
es primo. Por el hecho de que en AF la factorización es única respecto a ideales y
por (8), se tiene que P = (πi). De ahı́ que AF es un DIP puesto que el producto de
ideales principales es principal. �

Observemos que por la Proposición 1.3.4 y el Teorema 1.4.9, tenemos que:
hF = 1 si y sólo si AF es un DFU.

Esta conclusión nos servirá en el último capı́tulo.

1.5. Campos Cuadráticos
Un campo F tal que [F : Q] = 2 le llamaremos campo cuadrático. En esta

sección veremos cómo es un campo cuadrático y cómo es su anillo de enteros. Si
F es un campo cuadrático, entonces F = Q(α), donde α satisface una ecuación
cuadrática, digamos, ax2 + bx+ c donde a, b, c ∈ Z, a 6= 0. Ası́ que

α =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

SiA = b2−4ac, entonces F = Q(
√
A). SiA = A2

1d, dondeA1, d ∈ Z y d es libre
de cuadrados, entonces F = Q(

√
d). Un campo cuadrático se llama real si d > 0

e imaginario si d < 0. En los siguientes capı́tulos sólo trabajaremos con campos
cuadráticos reales. Cualquier extensión cuadrática sobre Q es de Galois.

Sea Gal(F/Q) el grupo de Galois de la extensión cuadrática F/Q y σ ∈
Gal(F/Q). Si α = a+ b

√
d ∈ Q(

√
d), con a, b ∈ Q, tenemos que

σ(α) = a+ bσ(
√
d).

Ası́ que para conocer Gal(F/Q), basta ver como es σ(
√
d). Por lo que

d = σ(d) = σ(
√
d

2
) = σ(

√
d)2,
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de ahı́ que
σ(
√
d) = ±

√
d.

Por lo tanto Gal(F/Q) = {Id, σ}, donde σ es el Q-automorfismo que manda
√
d

en −
√
d. Entonces σ(α) = a− b

√
d y denotaremos σ(α) = α′. Por la Proposición

1.1.4, se tiene que

tr(α) = Id(α) + σ(α) = α+ α′ = a+ b
√
d+ a− b

√
d = 2a

y
N(α) = Id(α)σ(α) = αα′ = (a+ b

√
d)(a− b

√
d) = a2 − b2d.

Proposición 1.5.1. Sea α ∈ F . Se tiene que α ∈ AF si y sólo si tr(α) ∈ Z y
N(α) ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 1.2.8 tenemos que si α ∈ AF , entonces
tr(α), N(α) ∈ Z. Supongamos ahora que tr(α) ∈ Z y N(α) ∈ Z. Luego

(x− α)(x− α′) = x2 − tr(α)x+N(α),

de ahı́ que α satisface un polinomio mónico con coeficientes en Z, es decir, α ∈
AF . �

La siguiente proposición muestra cómo es el anillo de enteros de un campo
cuadrático.

Proposición 1.5.2. Si d ≡ 2, 3 (mód 4), entonces AF = Z + Z
√
d y si d ≡ 1

(mód 4), entonces AF = Z+ Z

(
1 +
√
d

2

)
.

DEMOSTRACIÓN. Sea α = a + b
√
d ∈ AF , para ciertos a, b ∈ Q. Entonces

t(α) = 2a ∈ Z y N(α) = a2 − b2d ∈ Z. Ası́ que 4a2 − 4b2d ∈ Z, por lo que
4b2d ∈ Z y ya que d es libre de cuadrados 2b ∈ Z. Sean 2a = m y 2b = n. Luego
4a2 − 4b2d = 4z1, donde z1 = a2 − b2d ∈ Z, entonces m2 − n2d = 4z1. Se sigue
que

m2 − n2d ≡ 0 (mód 4).
Observemos que hasta ahora no ha importado d.

Supongamos que d ≡ 2, 3 (mód 4) y sea α = a + b
√
d ∈ Z + Z

√
d. Puesto

que α es raı́z de f(x) = x2− tr(α) +N(α), se tiene que Z+Z
√
d ⊆ AF . Para la

otra contención sea α = a+ b
√
d ∈ AF , para ciertos a, b ∈ Q.

Si d ≡ 2 (mód 4), se obtiene que

m2 − n2d ≡ m2 − 2n2 ≡ m2 + 2n2 (mód 4),

Si d ≡ 3 (mód 4), se tiene que

m2 − n2d ≡ m2 − 3n2 ≡ m2 + n2 (mód 4).
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Entonces m2 + 2n2 ≡ 0 (mód 4) y m2 + n2 ≡ 0 (mód 4), cuando m y n son
pares. Puesto que 2a = m y 2b = n, se tiene que m y n son pares si y sólo si
a, b ∈ Z. De ahı́ que α = a+ b

√
d, donde a, b ∈ Z, es decir, AF = Z+ Z

√
d.

Si d ≡ 1 (mód 4). Entonces

m2 − n2d ≡ m2 − n2 (mód 4).

Luego m2 − n2 ≡ 0 (mód 4) cuando m y n tienen la misma paridad. Ası́ que

AF =

{
m+ n

√
d

2
: m ≡ n (mód 2)

}
.

Entonces α =
m+ n

√
d

2
, donde m ≡ n (mód 2). Nótese que

α =
m− n

2
+ n

(
1 +
√
d

2

)

y puesto que m ≡ n (mód 2), tenemos
m− n

2
∈ Z. Por lo que

AF ⊆ Z+ Z

(
1 +
√
d

2

)
.

Para la otra contención basta probar que
1 +
√
d

2
∈ AF . Como d ≡ 1 (mód 4),

tenemos d = 1 + 4q, para algún q ∈ Z. Ası́ que(
1 +
√
d

2

)
=
(

1 +
√

1 + 4q
2

)
.

De donde se puede ver que
1 +
√
d

2
es raı́z de x2− x− q. Por lo tanto

1 +
√
d

2
∈

AF . �

La siguiente proposición muestra cómo es el discriminante de un campo cuadráti-
co.

Proposición 1.5.3. Sea δF el discriminante de F = Q(
√
d). Si d ≡ 2, 3 (mód 4),

entonces δF = 4d y si d ≡ 1 (mód 4), entonces δF = d.

DEMOSTRACIÓN. Si d ≡ 2, 3 (mód 4), entonces AF = Z + Z
√
d, de esto

{1,
√
d} es una base entera para F/Q. Si w1 = 1 y w2 =

√
d, entonces

δF = det(tr(wiwj)) =
∣∣∣∣ tr(w1w1) tr(w1w2)
tr(w2w1) tr(w2w2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ tr(1) tr(
√
d)

tr(
√
d) tr(d)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2 0

0 2d

∣∣∣∣ = 4d.
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Si d ≡ 1 (mód 4), entonces AF = Z+Z

(
1 +
√
d

2

)
y

{
1,

1 +
√
d

2

}
es una

base entera para F/Q. Como en el caso anterior sean w1 = 1 y w2 =
1 +
√
d

2
,

entonces

δF = det(tr(wiwj)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tr(1) tr

(
1 +
√
d

2

)

tr

(
1 +
√
d

2

)
tr

(
d+ 1 + 2

√
d

4

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ 2 1

1
d+ 1

2

∣∣∣∣∣ = d.

�

Definición 1.5.4. Si AF es el anillo de enteros de un campo cuadrático, llamare-
mos a AF anillo cuadrático.





Capı́tulo 2

Fracciones Continuas

A lo largo de este capı́tulo desarrollaremos la teorı́a necesaria de las fracciones
continuas para, en el Capı́tulo 3, aplicarla al generador irracional de un ideal distin-
to de cero del anillo de enteros de una extensión cuadrática de Q. La presentación
que haremos se encuentra esencialmente en [5] y [12].

2.1. Fracciones Continuas
Consideremos el número racional

325
57

. Mediante el algoritmo de Euclides cal-

culemos el mcd(57, 325):

325 = 57 · 5 + 40,(1)
57 = 40 · 1 + 17,(2)
40 = 17 · 2 + 6,(3)
17 = 6 · 2 + 5,(4)
6 = 5 · 1 + 1,(5)
5 = 1 · 5 + 0.(6)

De (1), se obtiene
325
57

= 5 +
40
57
.(7)

De (2) tenemos que
57
40

= 1+
17
40

, por lo que
40
57

=
1

1 +
17
40

. Entonces sustituyendo

en (7) obtenemos
325
57

= 5 +
1

1 +
17
40

.(8)

Ahora de (3) tenemos
40
17

= 2 +
6
17

, de ahı́ que
17
40

=
1

2 +
6
17

. Sustituyendo en

(8) llegamos a
325
57

= 5 +
1

1 +
1

2 +
6
17

.

27
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Siguiendo un procedimiento análogo al anterior se llega a que
325
57

= 5 +
1

1 +
1

2 +
1

2 +
1

1 +
1
5

.(9)

Podemos observar de (9) que hemos obtenido una expresión para el racional
325
57

y usaremos la siguiente notación:

325
57

= [5, 1, 2, 2, 1, 5],

donde la sucesión de números 5, 1, 2, 2, 1, 5, son los cocientes del algoritmo de la
división.

Definición 2.1.1. Una fracción continua infinita es una expresión de la forma

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
1
. . .

donde los qi ∈ R+ para i ≥ 1 y q0 ∈ R. En el caso que q0 ∈ Z y qi ∈ N para i ≥ 1
la llamaremos fracción continua simple. Denotaremos por [q0, q1, q2, q3, . . .] a la
fracción continua.

Primero estudiaremos el caso en el que una fracción continua simple es finita.

Lema 2.1.2. Sea
a

b
∈ Q con b > 0. Entonces

a

b
= [q0, q1, . . . , qk−1, qk], donde

qk ∈ N para k ≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. Los qk se obtienen a partir del algoritmo de Euclides al calcular
el mcd(a, b). Tal como se hizo en el ejemplo. �

El siguiente teorema asegura que cualquier número racional se puede expresar
como una fracción continua simple finita.

Teorema 2.1.3. α ∈ Q si y sólo si α = [q0, q1, . . . , qn]

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 2.1.2 se tiene que la fracción continua de α es
finita. Es claro que si α = [q0, q1, . . . , qn], entonces α ∈ Q. �

La representación en fracción continua simple de un número racional no es
única. Nótese que la útima entrada de [q0, q1, . . . , qk] o es 1 o es 6= 1. Si qk = 1,
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entonces
[q0, q1, . . . , qk−1, 1] = [q0, q1, . . . , qk−2, qk−1 + 1]

y si qk > 1

[q0, q1, . . . , qk] = [q0, q1, . . . , qk − 1, 1].

Por ejemplo se tiene que
325
57

= [5, 1, 2, 2, 1, 5] = [5, 1, 2, 2, 1, 4, 1].

A continuación veremos algunos conceptos básicos de las fracciones continuas
para después probar que cualquier número real se puede representar como una
fracción continua simple.

Definición 2.1.4. Sea [q0, q1, q2, . . . , qn, . . .] una fracción continua. Llamaremos
n-ésimo convergente a la fracción continua finita [q0, q1, . . . , qn].

Observemos que cada convergente debe ser un cociente de números reales.
Escribiremos

[q0, q1, . . . , qn] =
An
Bn

.

Por ejemplo:

Si n = 0, tenemos que [q0] =
q0

1
y en este caso A0 = q0 y B0 = 1.

Si n = 1, tenemos que [q0, q1] = q0 +
1
q1

=
q1q0 + 1
q1

, por lo que

A1 = q1q0 + 1 y B1 = q1.

Si n = 2, tenemos que [q0, q1, q2] =
q2q1q0 + q2 + q0

q2q1 + 1
y en este caso

A2 = q2q1q0 + q2 + q0 y B2 = q2q1 + 1.

El siguiente resultado nos da una fórmula recursiva para An y Bn.

Teorema 2.1.5. Sea [q0, q1, . . . , qn] el n-ésimo convergente de la fracción continua
[q0, q1, . . . , qn, . . .]. Para n ∈ Z, n ≥ −2 definimos

A−2 = 0, A−1 = 1, An = qnAn−1 +An−2

y
B−2 = 1, B−1 = 0, Bn = qnBn−1 +Bn−2.

Entonces

[q0, q1, . . . , qn] =
An
Bn

=
qnAn−1 +An−2

qnBn−1 +Bn−2
.
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DEMOSTRACIÓN. La prueba será por inducción sobre n. Si n = 0, entonces

[q0] =
A0

B0
= q0 =

q0A−1 +A−2

q0B−1 +B−2
.

Supongamos que la afirmación es cierta para n. Es claro que

[q0, q1, . . . , qn, qn+1] =
[
q0, q1, . . . , qn−1, qn +

1
qn+1

]
.

Entonces por la hipótesis de inducción se tiene que

[
q0, q1, . . . , qn−1, qn +

1
qn+1

]
=

(
qn +

1
qn+1

)
An−1 +An−2(

qn +
1

qn+1

)
Bn−1 +Bn−2

=
(qnqn+1 + 1)An−1 + qn+1An−2

(qnqn+1 + 1)Bn−1 + qn+1Bn−2

=
An−1 + qn+1(qnAn−1 +An−2)
Bn−1 + qn+1(qnBn−1 +Bn−2)

=
An−1 + qn+1An
Bn−1 + qn+1Bn

=
An+1

Bn+1
.

�

Corolario 2.1.6. Sea α = [q0, q1, . . . , qn, qn+1, . . .] y x = [qn+1, qn+2, . . .].
Entonces

α =
xAn +An−1

xBn +Bn−1
.

DEMOSTRACIÓN. Del Teorema 2.1.5, obtenemos el resultado puesto que:

α = [q0, q1, . . . , qn, x] =
An+1

Bn+1
=
xAn +An−1

xBn +Bn−1
.

�

Corolario 2.1.7. En una fracción continua simple se cumple queBn > Bn−1 para
n ≥ 2 y Bn ≥ n, con la desigualdad estricta cuando n > 3.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que n ≥ 2. Por el Teorema 2.1.5 y puesto que
qn ≥ 1, se tiene

Bn = qnBn−1 +Bn−2 ≥ Bn−1 +Bn−2,

pero Bn−2 ≥ 1, por lo que Bn ≥ Bn−1 + 1 > Bn−1.
Por el Teorema 2.1.5 es claro que Bn ≥ n, para n = 0, 1, 2, 3. Ahora por la

primera parte del corolario y por el Teorema 2.1.5, se tiene lo siguiente:

B4 = q4B3 +B2 > q4B3 +B1 = q1q2q3q4 + q1q4 + q3q4 + q1 ≥ 4,
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por lo tanto B4 > 4. Supongamos que Bn > n y Bn−1 ≥ n− 1 para algún n ≥ 4.
Entonces

Bn+1 ≥ Bn +Bn−1 ≥ n+ n− 1 = 2n− 1,
pero 2n−n = n ≥ 4 > 2, ası́ que 2n− 1 > n+ 1 y por tanto Bn+1 > n+ 1. �

Corolario 2.1.8. En una fracción continua simple si q0 > 0, entonces An > An−1

para n ≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. Se tiene que A0 = q0 y A1 = q0q1 + 1. De ahı́ es claro que
A1 > A0. Supongamos que An > An−1. Por el Teorema 2.1.5 y ya que qn+1 ≥ 1,
se obtiene

An+1 = qn+1An +An−1 ≥ An +An−1.

Entonces de ahı́ y de la hipótesis de inducción se tiene que An+1 > An. �

Los Corolarios 2.1.7 y 2.1.8 son válidos para fracciones continuas en general
con la hipótesis adicional qi ≥ 1 para i ∈ N.

Corolario 2.1.9. Sea [q0, q1, . . . , qn] el n-ésimo convergente de la fracción conti-
nua [q0, q1, . . . , qn, . . .] tal que qj > 0 para j ≥ 0. Entonces

An
An−1

= [qn, qn−1, . . . , q1, q0] y
Bn
Bn−1

= [qn, qn−1, . . . , q2, q1]

para n ≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. La prueba será por inducción sobre n. Si n = 1, entonces por
el Teorema 2.1.5

A1

A0
=
q1A0 +A−1

A0
= q1 +

1
A0

= q1 +
1
q0

= [q1, q0].

Supongamos que
An−1

An−2
= [qn−1, qn−2, . . . , q0]. Por el Teorema 2.1.5, se tiene que

An
An−1

=
qnAn−1 +An−2

An−1
= qn +

An−2

An−1
= qn +

1
An−1

An−2

.

De esto y por la hipótesis de inducción obtenemos
An
An−1

= qn +
1

[qn−1, qn−2, . . . , q0]
= [qn, qn−1, . . . , q0].

La prueba para Bn es similar. �

Por las definiciones de An y Bn en el teorema 2.1.5 tenemos lo siguiente:
Si n = −1, entonces A−1B−2 −A−2B−1 = 1.

Si n = 0, entonces A0B−1 −A−1B0 = −1 y A0B−2 −A−2B0 = q0.
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En general se tiene

Teorema 2.1.10. Para n ≥ 1, An y Bn satisfacen las siguientes propiedades:
1. AnBn−1 −An−1Bn = (−1)n−1.

2.
An
Bn
− An−1

Bn−1
=

(−1)n−1

BnBn−1
.

3. AnBn−2 −An−2Bn = qn(−1)n.

4.
An
Bn
− An−2

Bn−2
=

(−1)nqn
BnBn−2

, para n ≥ 2.

DEMOSTRACIÓN. La prueba de la parte 1 la haremos por inducción sobre n. Se
tiene

A0 = q0, B0 = 1, A1 = q1q0 + 1, B1 = q1,

ası́ que
A1B0 −A0B1 = q1q0 + 1− q0q1 = 1.

De donde la parte 1 del teorema es válida para n = 1. Ahora supongamos que se
cumple

AnBn−1 −An−1Bn = (−1)n−1.

Luego por las definiciones de An y Bn en el Teorema 2.1.5, se obtiene que

An+1Bn −AnBn+1 = (qn+1An +An−1)Bn −An(qn+1Bn +Bn−1)

= −(AnBn−1 −An−1Bn) = −1(−1)n−1 = (−1)n.

Por otro lado como BnBn−1 6= 0, entonces

An
Bn
− An−1

Bn−1
=
AnBn−1 −An−1Bn

BnBn−1
=

(−1)n−1

BnBn−1
.

De ahı́ se tiene claramente la parte 2 del teorema.
Para la parte 3 del teorema, de nuevo usamos las definiciones de An y Bn y

aplicamos la parte 1, entonces

AnBn−2 −An−2Bn = (qnAn−1 +An−2)Bn−2 −An−2(qnBn−1 +Bn−2)

= qn(An−1Bn−2 −An−2Bn−1) = qn(−1)n−2 = qn(−1)n.

Para la parte 4 del teorema se tiene
An
Bn
− An−2

Bn−2
=
AnBn−2 −An−2Bn

BnBn−2
,

entonces por la parte 3, se tiene el resultado. �

A partir de ahora denotaremos al n-ésimo convergente de [q0, q1, . . . , qn, . . .]

como Cn =
An
Bn

.
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Observación 1. Las partes 2 y 4 del Teorema 2.1.10, se pueden reescribir como

Cn − Cn−1 =
(−1)n−1

BnBn−1
y Cn − Cn−2 =

(−1)nqn
BnBn−2

,

respectivamente, donde la primera igualdad es para n ≥ 1 y la segunda igualdad
es para n ≥ 2.

De ahora en adelante solamente trabajaremos con fracciones continuas sim-
ples.

Observación 2. Nótese que de la parte 4 del teorema 2.1.10 se tiene que si n
es par, entonces Cn − Cn−2 > 0 y de ahı́ que la sucesión de los convergentes
pares es monótona creciente. También se puede ver que si n es impar, entonces
Cn − Cn−2 < 0, por lo que la sucesión de los convergentes impares es monótona
decreciente.

Corolario 2.1.11. Cualquier convergente impar es mayor que cualquier conver-
gente par, es decir, C2m−1 > C2n para cualquier m, n ∈ N.

DEMOSTRACIÓN. Por la Observación 2, tenemos que C2m−1 > C2m+2n−1 y
C2m+2n > C2n, para cualquier m y n ∈ N. Luego de la parte 2 del Teorema
2.1.10, se tiene que

C2m+2n − C2m+2n−1 =
(−1)2m+2n−1

B2m+2nB2m+2n−1
< 0.

De todo lo anterior se obtiene lo siguiente:

C2m−1 > C2m+2n−1 > C2m+2n > C2n.

�

Si Cn es el n-ésimo convergente de [q0, q1, . . . , qn, . . .], entonces el Corolario
2.1.11 nos dice lo siguiente:

C1 > C3 > C5 > · · · > C2n+1 > C2n > C2n−2 > · · · > C4 > C2 > C0.

Corolario 2.1.12. Las sucesiones {C2n} y {C2n+1} son convergentes.

DEMOSTRACIÓN. Como la sucesión {C2n} es monóntona creciente y por el Co-
rolario 2.1.11 está acotada superiormente por cualquier C2m+1, entonces {C2n}
es convergente. Análogamente la sucesión {C2n+1} es monótona decreciente y
está acotada inferiormente por cualquier C2m, entonces es convergente. �

Proposición 2.1.13. Sea α = [q0, q1, . . . , qn, . . .]. La sucesión {Cn} satisface

|α− Cn| <
1
B2
n

.
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DEMOSTRACIÓN. Sea x = [qn+1, qn+2, . . .]. Por el Corolario 2.1.6, se sigue que

α =
xAn +An−1

xBn +Bn−1
. Por lo tanto

|α− Cn| =
∣∣∣∣xAn +An−1

xBn +Bn−1
− An
Bn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣BnAn−1 −AnBn−1

Bn(xBn +Bn−1)

∣∣∣∣
=

1
Bn(xBn +Bn−1)

<
1
B2
n

.

�

La Proposición 2.1.13, nos dice lo siguiente:

Corolario 2.1.14. ĺım
n→∞

{Cn} = α.

DEMOSTRACIÓN. Por el Corolario 2.1.7 se tiene Bn > n, ası́ que
1
B2
n

<
1
n2

. Por

la Proposición 2.1.13 y por el hecho de que ĺım
n→∞

1
n2

= 0, tenemos que

ĺım
n→∞

{Cn} = α.

�

Como {C2n} y {C2n+1} son subsucesiones de {Cn}, entonces convergen al
mismo lı́mite de la sucesión {Cn}, esto es,

ĺım
n→∞

{C2n} = ĺım
n→∞

{C2n+1} = ĺım
n→∞

{Cn} = α = [q0, q1, . . . , qn, . . .].

Teorema 2.1.15. Cualquier fracción continua simple infinita [q0, q1, . . . , qn, . . .]
es un número irracional.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia del Corolario 2.1.14 y del Teorema 2.1.3. �

El siguiente resultado es el recı́proco del Teorema 2.1.15 y nos describe un
algoritmo que produce la fracción continua simple infinita que representa a un
número irracional.

Definición 2.1.16. Si α ∈ R, entonces bαc denota el mayor entero ≤ α.

Teorema 2.1.17. (Algoritmo de las fracciones continuas) Si α /∈ Q, entonces α
está representada por una fracción continua simple infinita.
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DEMOSTRACIÓN. Sea q0 = bαc. Como α 6= bαc, existe un único α1 ∈ R+ tal
que

α = q0 +
1
α1
.

Nótese que 0 <
1
α1

< 1. Sea q1 = bα1c; es claro que q1 6= α1 ya que de lo

contrario α ∈ Q. Entonces α1 = q1 +
1
α2

, para algún α2 > 1. Hasta aquı́ se tiene

α = q0 +
1
α1

= q0 +
1

q1 +
1
α2

.

Este proceso es infinito, pues si para alguna i, qi = αi, entonces α serı́a un núme-
ro racional. Probemos ahora que este proceso infinito produce la fracción continua
simple [q0, q1, . . . , qn, . . .] que converge aα. Es claro queα = [q0, q1, . . . , qn, αn+1].
Luego como qn+1 = bαn+1c < αn+1, entonces también se tiene que

α > [q0, q1, . . . , qn, qn+1]

para n impar y
α < [q0, q1, . . . , qn, qn+1]

para n par. Ası́ que

C0 < C2 < · · · < C2n < · · · < α < · · · < C2n−1 < · · · < C3 < C1,

donde los Ci son los convergentes de [q0, q1, . . . , qn, . . .]. De ahı́ se deduce que
α = [q0, q1, . . . , qn, . . .]. �

Corolario 2.1.18. Si α es un irracional, entonces su representación como fracción
continua simple es única.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos queα = [q0, q1, . . . , qn, . . .] = [a0, a1, . . . , an, . . .].
Ası́ que

q0 < [q0, q1, . . . , qn, . . .] < q0 + 1 y a0 < [a0, a1, . . . , an, . . .] < a0 + 1,

de donde

q0 = b[q0, q1, . . . , qn, . . .]c y a0 = b[a0, a1, . . . , an, . . .]c.

Por lo que bαc = q0 = a0, lo cual implica [q1, . . . , qn, . . .] = [a1, . . . , an, . . .].
Repitiendo el argumento anterior, obtenemos q1 = a1. Luego, por inducción se
obtiene que qi = ai para i ≥ 0. �

A continuación daremos un ejemplo de cómo hallar la representación en frac-
ción continua simple de α /∈ Q, aplicando el algoritmo de las fracciones continuas.
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Ejemplo 2.1.19. Consideremos la siguiente aproximación de e− 1:

e− 1 ∼ 1.71828182846.

Puesto que e− 1 6= be− 1c, tenemos

e− 1 ∼ 1 + 0.71828182846 ∼ 1 +
1

1.39221119118
.

Ası́ que q0 = be− 1c = 1. Luego

1.39221119118 = 1 + 0.39221119118 ∼ 1 +
1

2.54964677830
.

Entonces q1 = b1.39221119118c = 1 y luego

2.54964677830 = 2 + 0.54964677830 ∼ 2 +
1

1.81935024360
,

de ahı́ observamos que q2 = 2 y q3 = 1. De lo anterior tenemos que

e− 1 ∼ 1 +
1

1 +
1

2 +
1

1 + 0.81935024360

.

Continuando de la misma manera y siguiendo la demostración del Teorema 2.1.17,
podemos ver que las primeras entradas de la fracción continua simple que repre-
senta a e− 1 es

e−1 = [1, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, 12, 1, 1, 14, 1, 1, 16, 1, 1, 18, . . .].

Observemos que de la demostración del Teorema 2.1.17 tenemos que si α =
α0 = [q0, q1, . . . , qk, . . .], entonces

αk =
1

αk−1 − qk−1
y qk−1 = bαk−1c para k ∈ N.

Corolario 2.1.20. Sean α = [q0, q1, . . . , qk, . . .] una fracción continua simple in-
finita y

αk+1 =
1

αk − qk
para k ≥ 0, donde α = α0. Entonces αk+1 = [qk+1, qk+2, . . .] para k ≥ 0.

DEMOSTRACIÓN. La prueba será por inducción sobre k. Se tiene que

α1 =
1

α0 − q0
=

1
1

q1 +
1

q2 +
1
. . .

= q1 +
1

q2 +
1
. . .

.
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De ahı́ que α1 = [q1, q2, . . .]. Supongamos que αk = [qk, qk+1, qk+2, . . .]. Ası́ que

αk+1 =
1

αk − qk
=

1
1

qk+1 +
1

qk+2 +
1
. . .

.

Por lo tanto αk+1 = [qk+1, qk+2, . . .]. �

2.2. Irracionales Cuadráticos y Fracciones Continuas Pe-
riódicas

Ahora estudiaremos ciertos números irracionales cuya representación en frac-
ción continua simple es periódica.

Definición 2.2.1. Una fracción continua simple infinita α = [q0, q1, . . . , qn, . . .]
diremos que es periódica si existen k ≥ 0 y l ∈ N tal que qn = qn+l para todo
n > k. Al menor entero l que satisface la condición anterior lo llamaremos la
longitud del perı́odo de α y lo denotaremos por l = l(α).

La definición anterior, nos dice que una fracción continua simple es periódica
con longitud del perı́odo l, si

[q0, q1, . . . , qk, qk+1, . . . , qk+l, qk+1, . . . , qk+l, . . .]

y la notación que usaremos es la siguiente:

[q0, q1, . . . , qk, qk+1, . . . , qk+l].

Ejemplo 2.2.2. Consideremos
√

5+3 con la aproximación
√

5+3 ∼ 5 . 23606797750.
Por el teorema 2.1.17, se tiene que q0 = b

√
5 + 3c = 5, luego

√
5 + 3 ∼ 5 + 0.23606797750 ∼ 5 +

1
4.23606797750

y

4.23606797750 = 4 + 0.23606797750 ∼ 4 +
1

4.23606797750
.

De ahı́ se puede ver que q1 = q2 = 4.
Notemos que 0.23606797750 se seguirá repitiendo, por lo que la representa-

ción en fracción continua simple de
√

5 + 3 es periódica con longitud del perı́odo
l(
√

5 + 3) = 1, esto es
√

5 + 3 = [5, 4, 4, 4, . . .] = [5, 4].
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Corolario 2.2.3. Si α = [q0, q1, . . . , qn], entonces α es solución de algún polino-
mio cuadrático en Z[x].

DEMOSTRACIÓN. Notemos que α se puede escribir como α = [q0, q1, . . . , qn, α]
y por el Corolario 2.1.6 se tiene que

α =
αAn +An−1

αBn +Bn−1
.

De donde se obtiene que α2Bn + α(Bn−1 −An)−An−1 = 0. �

Definición 2.2.4. Un irracional cuadrático α es un número irracional que es raı́z
de algún polinomio cuadrático con coeficientes en Q.

Es claro que un número irracional α cuya representación en fracción continua
simple es como en el Corolario 2.2.3, es un irracional cuadrático.

Veamos qué pasa si el perı́odo de la fracción continua simple no empieza desde
el principio.

Corolario 2.2.5. Sea α = [q0, q1, . . . , qn, a1, a2, . . . , ak]. Entonces α es un irra-
cional cuadrático.

DEMOSTRACIÓN. Sea β = [a1, a2, . . . , ak]. Es claro que α = [q0, q1, . . . , qn, β]
y por el Corolario 2.1.6 se tiene que

α =
βAn +An−1

βBn +Bn−1
.(10)

Vamos a probar que α es raı́z de algún polinomio cuadrático si y sólo si β lo es.
Supongamos que aα2 + bα+ c = 0 para a, b, c ∈ Z. Entonces por (10) se tiene

que aα2 + bα+ c = 0 si y sólo si

a(βAn +An−1)2 + b(βAn +An−1)(βBn +Bn−1) + c(βBn +Bn−1)2 = 0.

De esto se tiene que

β2(aA2
n+bAnBn+cB2

n)+β(2aAnAn−1+b(AnBn−1+An−1Bn)+2cBnBn−1)+

(aA2
n−1 + bAn−1Bn−1 + cB2

n−1) = 0.
Por lo tanto β es raı́z de un polinomio cuadrático.

Por otro lado, según el Corolario 2.2.3 se tiene que β es raı́z de algún polinomio
cuadrático. Supongamos que aβ2 + bβ + c = 0, para ciertos a, b, c ∈ Z. De (10)
se obtiene que

β =
−αBn−1 +An−1

αBn −An
,

ası́ que

α2(aB2
n−1−bBn−1Bn+cB2

n)+α(−2aBn−1An−1+b(Bn−1An+An−1Bn)−2cBnAn)+

(aA2
n−1 − bAn−1An + cA2

n) = 0.
De ahı́ que α es raı́z de un polinomio cuadrático. �
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Ejemplo 2.2.6. En el Ejemplo 2.2.2, vimos que

α =
√

5 + 3 = [5, 4].

Por el Corolario 2.2.5 tenemos que α es un irracional cuadrático que es raı́z del
polinomio

x2 − 6x+ 4.

El recı́proco del Corolario 2.2.5 también se cumple, es decir, si α es un irra-
cional cuadrático, entonces la fracción continua simple que representa a α es pe-
riódica.

Teorema 2.2.7. Sea α un irracional cuadrático. Entonces la fracción continua
simple que representa a α es periódica.

DEMOSTRACIÓN. Ver [5] página 144, Teorema 177. �

En seguida veremos una manera de cómo expresar un irracional cuadrático α
que involucra los coeficientes del polinomio del cual α es raı́z.

Supongamos que α es un irracional cuadrático, es decir, aα2 + bα + c = 0,
para ciertos a, b, c ∈ Z (a 6= 0). Entonces

α =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Ası́ que podemos escribir

α =
A±
√
B

C
=
AC ±

√
BC2

C2
=
P ±

√
d

Q
,

donde P = AC, d = BC2 y Q = C2. Entonces un irracional cuadrático α se
puede escribir de la forma

α =
P +

√
d

Q
,(11)

para ciertos P,Q ∈ Z (Q 6= 0) y tal que d > 1 no es un cuadrado perfecto. La otra

raı́z
P −

√
d

Q
de ax2 + bx+ c es el conjugado de α y lo denotaremos como α′.

Lema 2.2.8. Sean d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto y

α = α0 =
P0 +

√
d

Q0

un irracional cuadrático. Definimos lo siguiente para k ≥ 0

αk =
Pk +

√
d

Qk
, qk = bαkc
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Pk+1 = qkQk − Pk y Qk+1 =
d− P 2

k+1

Qk
.

Entonces Pk, Qk ∈ Z, Qk|P 2
k − d, Qk 6= 0 y αk = [qk, qk+1, . . .] para k ≥ 0.

DEMOSTRACIÓN. La prueba de la primera parte del teorema será por inducción
sobre k. Si k = 0, es claro que P0, Q0 son enteros distintos de cero. También
tenemos del párrafo anterior que

P 2
0 − d = A2C2 −BC2 = C2(A2 −B) = Q0(A2 − d),

por lo que Q0|P 2
0 − d. Supongamos que Pk, Qk ∈ Z, Qk 6= 0 y Qk|P 2

k − d. Luego

Pk+1 = qkQk − Pk ∈ Z.

También se tiene que

Qk+1 =
d− P 2

k+1

Qk
=
d− (qkQk − Pk)2

Qk
=
d− P 2

k

Qk
+ (2qkPk − q2

kQk)

y por la hipótesis de inducción es claro que Qk+1 ∈ Z y Qk+1 6= 0. Como

Qk+1 =
d− P 2

k+1

Qk
, entonces Qk+1|P 2

k+1 − d.

Por el Corolario 2.1.20 para verificar que αk = [qk, qk+1, . . .] es suficiente
mostrar que

αk+1 =
1

αk − qk
,

pero

αk − qk =
Pk +

√
d

Qk
− qk =

√
d− (qkQk − Pk)

Qk
=

√
d− Pk+1

Qk
=

(
√
d− Pk+1)(

√
d+ Pk+1)

Qk(
√
d+ Pk+1)

=
d− P 2

k+1

Qk(
√
d+ Pk+1)

=
Qk+1√
d+ Pk+1

=
1

αk+1
.

�

Nótese que el Lema 2.2.8 también es un algoritmo para encontrar la represen-
tación en fracción continua simple de un irracional cuadrático α.

Ejemplo 2.2.9. Sea α = α0 =
7 +
√

53
4

un irracional cuadrático. Siguiendo el

Lema 2.2.8, tenemos que P0 = 7, Q0 = 4 y q0 = bα0c = 3. Entonces

P1 = q0Q0 − P0 = 5 y Q1 =
d− P 2

1

Q0
= 7,

por lo que α1 =
5 +
√

53
7

y q1 = bα1c = 1. Continuando de esta manera tenemos
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j 0 1 2 3 4 5
Pj 7 5 2 5 7 7
Qj 4 7 7 4 1 4
qk 3 1 1 3 14 3

.

Entonces por el Lema 2.2.8 tenemos que α0 = [3, 1, 1, 3, 14], con longitud del
perı́odo l(α0) = 5.

2.2.1. Fracciones Continuas Puramente Periódicas

A continuación estudiaremos el caso en el que el perı́odo de una fracción con-
tinua simple empieza desde el principio.

Definición 2.2.10. Una fracción continua simple infinita α es llamada puramente
periódica si α = [q0, q1, . . . , ql−1] con longitud del perı́odo l = l(α).

Definición 2.2.11. Un irracional cuadrático α se llama reducido si

α > 1 y − 1 < α′ < 0.

Los siguientes lemas serán de ayuda para probar un teorema que relaciona los
irracionales cuadráticos reducidos y las fracciones continuas simples puramente
periódicas.

Lema 2.2.12. Sea α = α0 un irracional cuadrático reducido y αk como en el
Lema 2.2.8. Entonces −1 < α′k < 0, para k ≥ 0 .

DEMOSTRACIÓN. La prueba será por inducción sobre k. Por hipótesis −1 <
α′0 < 0. Ahora supongamos cierto que −1 < α′k < 0. Antes de seguir con la
prueba, primero veamos que

α′k+1 =
1

α′k − qk
.

Utilizando las definiciones del Lema 2.2.8, se tiene

αk+1α
′
k+1 =

P 2
k+1 − d
Q2
k+1

= −Qk+1QK
Q2
k+1

= − Qk
Qk+1

.

De ahı́

α′k+1 = − Qk
Qk+1αk+1

= − Qk

Pk+1 +
√
d

=
Qk

Pk − qkQk −
√
d

=
1

Pk −
√
d− qkQk
Qk

=
1

α′k − qk
.
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Por hipótesis de inducción se obtiene

−(1 + qk) < α′k − qk < −qk

y de ahı́
−1
qk

< α′k+1 <
−1

1 + qk
. Como α > 1, tenemos qk ≥ 1 para k ≥ 0. Por lo

tanto −1 < α′k+1 < 0. �

Teorema 2.2.13. La representación en fracción continua simple de un irracional
cuadrático α es puramente periódica si y sólo si α es reducido.

DEMOSTRACIÓN. Primero supongamos que α es un irracional cuadrático reduci-

do. Por la demostración del Lema 2.2.12 se tiene que
−1
α′k+1

= qk − α′k y por su

enunciado 0 < −α′k < 1. De ahı́ que⌊
1

α′k+1

⌋
= bqk − α′kc = qk.(12)

Por el Teorema 2.2.7 se tiene que αm = αn para ciertos m,n ∈ N con m < n.

Entonces
−1
α′m

=
−1
α′n

y por (12) se obtiene qm−1 = qn−1. Por lo tanto

qm−1 +
1
αm

= qn−1 +
1
αn
,

ası́ que
αm−1 = αn−1.

Continuamos de la misma manera hasta obtenerαm−i = αn−i para i = 0, 1, . . . ,m.
Es decir,

α = α0 = [q0, q1, . . . , qm−n−1].

Ahora supongamos que la representación en fracción continua simple de α es
puramente periódica, digamos α = [q0, q1, . . . , qk]. Entonces q0 coincide con algún
qj , por lo que α > q0 ≥ 1. De ahı́ que α > 1. Luego por el Corolario 2.1.6

α =
αAk +Ak−1

αBk +Bk−1
.

De lo cual se obtiene

Bkα
2 + (Bk−1 −Ak)α−Ak−1 = 0,

por lo tanto α es raı́z de f(x) = Bkx
2 + (Bk−1−Ak)x−Ak−1. También se tiene

que f(α′) = 0. Por otro lado

f(0) = −Ak−1 < 0 y f(−1) = Bk −Bk−1 +Ak −Ak−1.

Los Corolarios 2.1.7 y 2.1.8 implican que f(−1) > 0. Entonces por el Teorema
del Valor Intermedio −1 < α′ < 0. �
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Ejemplo 2.2.14. El irracional cuadrático α =
7 +
√

53
4

= 3.57003 es reducido
puesto que α > 1 y

−1 < α′ =
7−
√

53
4

= −0.0700275 < 0.

Por el Teorema 2.2.13 sabemos que su representación en fracción continua simple
es puramente periódica. En efecto pues en el ejemplo 2.2.9 vimos que

7 +
√

53
4

= [3, 1, 1, 3, 14].

El siguiente resultado es un un caso especial del Teorema 2.2.13

Corolario 2.2.15. Sea d > 1 un entero que no es un cuadrado perfecto. Entonces
√
d = [q0, q1, . . . , ql−1, 2q0],

donde qj = ql−j para j = 1, 2, . . . , l − 1 y q0 = b
√
dc.

DEMOSTRACIÓN. Sea α = b
√
dc+
√
d. Se tiene que α es reducido puesto que α >

1 y−1 < α′ = b
√
dc−

√
d < 0. Entonces por el Teorema 2.2.13 la representación

en fracción continua simple de α es puramente periódica, por lo que

α = [a0, a1, a2, . . . , al−1],

donde a0 = bαc = 2b
√
dc. Luego es claro que

√
d = α− b

√
dc =

[
b
√
dc, a1, a2, . . . , al−1, 2b

√
dc
]
,(13)

donde q0 = b
√
dc, q1 = a1, . . . , ql−1 = al−1, ql = 2b

√
dc = 2q0.

Por el Corolario 2.1.6 tenemos

α = [a0, a1, . . . , al−1, α] =
αAl−1 +Al−2

αBl−1 +Bl−2
,

lo cual implica que α es raı́z de

f(x) = Bl−1x
2 + (Bl−2 −Al−1)x−Al−2.

El Corolario 2.1.9 aplicado a α nos dice que
Al−1

Al−2
= [al−1, al−2, . . . , a0] y

Bl−1

Bl−2
= [al−1, al−2, . . . , a1].(14)

Sea γ = [al−1, al−2, . . . , a0]. Entonces el (l − 1)-ésimo convergente de γ es
[al−1, al−2, . . . , a0] y el (l − 2)-ésimo convergentes de γ es [al−1, al−2, . . . , a1].
Por el Corolario 2.1.6 y (14) se tiene

γ =
γAl−1 +Bl−1

γAl−2 +Bl−2
.

Ası́
Al−2γ

2 + (Bl−2 −Al−1)γ −Bl−1 = 0
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y reescribiendo se tiene

Bl−1

(
−1
γ

)2

+ (Bl−2 −Al−1)
(
−1
γ

)
−Al−2 = 0.

La ecuación anterior implica que
−1
γ

es raı́z de f(x). Pero las únicas raı́ces de

f(x) son α y α′, por lo que α′ =
−1
γ

. Ası́ que

−α′ = 1
γ

=
1

[al−1, al−2, . . . , a0]
= [0, al−1, al−2, . . . , a1, a0].

De (13), se obtiene

−α′ =
√
d− b

√
dc = [0, a1, a2, . . . , al−1, 2b

√
dc].

Por lo tanto se concluye que qj = aj = al−j = ql−j para j = 1, . . . , l − 1. �

Ejemplo 2.2.16. Consideremos el irracional cuadrático
√

106, el cual no es redu-
cido puesto que −

√
106 < −1 . La representación en fracción continua simple de√

106 es √
106 = [10, 3, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 20],

donde l(
√

106) = 9. Notemos que q0 = 10, q9 = 2q0 = 20 y qj = q9−j para
j = 1, 2, . . . , 8, tal como lo dice el Corolario 2.2.15.

De la demostración del Corolario 2.2.15, tenemos que α =
√

106 + b
√

106c
es un irracional cuadrático reducido, en efecto puesto que

α > 1 y − 1 < α′ = b
√

106c −
√

106 < 0.

Entonces la representación en fracción continua simple de α es puramente periódi-
ca y es como sigue

α =
√

106 + b
√

106c = [20, 3, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 3].



Capı́tulo 3

Divisores del Número de Clases en Cam-
pos Cuadráticos Reales

El objetivo de este capı́tulo es involucrar las fracciones continuas simples con
el generador irracional de un ideal de un anillo cuadrático con la finalidad de en-
contrar algunas condiciones para el número de clases de un campo cuadrático real.
Primero daremos algunas propiedades de los ideales y definiremos dos tipos de
ellos: Primitivos y Reducidos. El teorema principal de este capı́tulo describe todos
los ideales reducidos que son equivalentes a un ideal primitivo y aplicaremos este
resultado para encontrar criterios de divisibilidad para el número de clases de un
campo cuadrático real. Por último daremos ejemplos de campos cuadráticos reales
con número de clases par, obteniendo ası́ anillos de enteros que no son de factori-
zación única.

3.1. El Orden O∆

En esta sección daremos otra notación para el anillo de enteros de un campo
cuadrático.

Sea d0 un entero libre de cuadrados y sea

σ0 =
{

2 si d0 ≡ 1 (mód 4)
1 si d0 ≡ 2, 3 (mód 4) .

Si w0 =
σ0 − 1 +

√
d0

σ0
y w′0 =

σ0 − 1−
√
d0

σ0
, entonces el número ∆0 =

(w0 − w′0)2 =
4d0

σ2
0

también se puede escribir como

∆0 =
{

d0 si d0 ≡ 1 (mód 4)
4d0 si d0 ≡ 2, 3 (mód 4) .

Definición 3.1.1. Al valor ∆0 le llamaremos discriminante fundamental con ra-
dicando fundamental d0 y a w0 le llamaremos irracional fundamental principal
asociado a ∆0.

45
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Sea ∆ = f2
∆∆0 para algún f∆ ∈ N. Si g = mcd(f∆, σ0), σ =

σ0

g
y d =(

f∆

g

)2

d0, entonces

d =
f2

∆d0

g2
=

f2
∆d0

(σ0/σ)2
=
σ2f2

∆σ
2
0∆0

4σ2
0

=
σ2∆

4
.

De donde ∆ =
4d
σ2

, que también se puede escribir como:

∆ =
{

d si σ = 2
4d si σ = 1 .

Ahora hagamos un análisis para ver cómo es d.

Si σ0 = 2 y f∆ es par, entonces d0 ≡ 1 (mód 4), g = mcd(f∆, 2) = 2.

Por lo tanto σ = 1 y d =
(
f∆

2

)2

d0.

Si σ0 = 2 y f∆ es impar, entonces d0 ≡ 1 (mód 4), g = mcd(f∆, 2) =
1. Por lo tanto σ = 2 y d = f2

∆d0.

Si σ0 = 1 y f∆ ∈ N, entonces d0 ≡ 2, 3 (mód 4), g = mcd(f∆, 1) = 1.
Por lo tanto σ = 1 y d = f2

∆d0.

De lo anterior se concluye lo siguiente:

d =



f2
∆d0 si d0 ≡ 1 (mód 4) y f∆ impar

f2
∆d0 si d0 ≡ 2, 3 (mód 4)(

f∆

2

)2

d0 si d0 ≡ 1 (mód 4) y f∆ par

(1)

y

∆ =
{

d si d0 ≡ 1 (mód 4) y f∆ impar
4d si σ0 = g

.

Definición 3.1.2. Al valor ∆ le llamaremos discriminante con conductor f∆ y
radicando d.

Definición 3.1.3. Al valor w∆ =
σ − 1 +

√
d

σ
, le llamaremos irracional principal

asociado al discriminante ∆.

Es fácil ver que

w∆ =


1 +
√
d

2
si σ = 2

√
d si σ = 1
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o equivalentemente

w∆ =


1 +
√
d

2
si ∆ = d

√
d si ∆ = 4d

.

Nótese que ∆ = (w∆ − w′∆)2, donde w′∆ =
σ − 1−

√
d

σ
.

Utilizando (1), se puede comprobar fácilmente que w∆ = f∆w0 + h , donde
h ∈ Z y es como sigue:

h =



1− f∆

2
si d0 ≡ 1 (mód 4) y f∆ impar

0 si d0 ≡ 2, 3 (mód 4)

−f∆

2
si d0 ≡ 1 (mód 4) y f∆ par

.

Recordemos del Capı́tulo 1, Sección 1.5 que F = Q(
√
d) con d un entero libre

de cuadrados, es un campo cuadrático. Entonces con la notación que acabamos de
introducir F = Q(

√
d0) = Q(

√
∆).

Si α ∈ F , entonces α = a + b
√
d0 con a, b ∈ Q y el conjugado de α es

α′ = a− b
√
d0.

Definición 3.1.4. Sean α, β ∈ F = Q(
√
d0). Definimos el Z-módulo [α, β] =

αZ + βZ. Si α, β son Q-linealmente independientes, entonces diremos que el Z-
módulo [α, β] es un orden en F .

Observemos que O∆ = [1, w∆] es un orden en F = Q(
√
d0). Del hecho de

que w∆ = f∆w0 + h, para cierta h ∈ Z, se tiene que

O∆ = [1, w∆] = [1, f∆w0].

Observación 1. Nótese que si f∆ = 1, entonces O∆ es el anillo de enteros de F,
es decir,

O∆ = AF .

Donde AF es como en la Proposición 1.5.2.

De acuerdo a la Proposición 1.2.6, cualquier Z-módulo contenido en AF tiene
rango ≤ 2.

A continuación daremos algunos ejemplos, para que sea más claro todo lo
anterior.
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Ejemplo 3.1.5. Sea ∆ = 13. Como 13 ≡ 1 (mód 4), entonces f∆ = 1 y ∆ =
∆0 = d0. Por lo tanto

O13 = [1, w0] =

[
1,

1 +
√

13
2

]
es el anillo de enteros de F = Q(

√
13), es decir, O13 = AF .

Ejemplo 3.1.6. Sea ∆ = −12. Como ∆ = 4(−3), entonces f∆ = 2 y ∆0 = −3.

Ya que −3 ≡ 1 (mód 4), entonces ∆0 = d0 y por tanto w0 =
1 +
√
−3

2
Por la Proposición 1.5.2, se tiene que[

1,
1 +
√
−3

2

]
es el anillo de enteros de Q(

√
−3). Ası́ que

O−12 = [1, w∆] = [1, f∆w0] = [1, 1 +
√
−3] = [1,

√
−3]

es un orden en Q(
√
−3) = Q(

√
−12).

3.2. Ideales en O∆

A lo largo de esta sección vamos a describir los ideales de O∆ y daremos
algunas propiedades de sus generadores.

Teorema 3.2.1. (Criterio para ideales) Sea ∆ un discriminante. Sea (0) 6= I un
Z-submódulo de O∆. Entonces I tiene una representación de la forma

I = [a, b+ cw∆],

para ciertos a, c ∈ N y b ∈ Z. Además I es un ideal de O∆ si y sólo si esta
representación satisface que c|a, c|b y ac|N(b+ cw∆).

DEMOSTRACIÓN. Como I ⊆ O∆ = [1, w∆] = Z+ Zw∆, entonces I = [α1, α2],
donde α1, α2 ∈ O∆.

Si γ ∈ I , entonces γ = xα1 + yα2 para ciertos x, y ∈ Z. También se tiene que
αj = aj + bjw∆, donde aj , bj ∈ Z y j = 1, 2. Por lo que

γ = x(a1 + b1w∆) + y(a2 + b2w∆)
= (a1x+ a2y) + (b1x+ b2y)w∆.

(2)

Se observa que I ∩ Z 6= (0). Sea a ∈ I el menor entero racional positivo. De
(2) se tiene que

a = x1a1 + y1a2 y tal que x1b1 + y1b2 = 0

donde x1, y1 ∈ Z y al menos uno de ellos es distinto de cero. Elegimos x1, y1

mı́nimos en valor absoluto con la propiedad anterior.
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De todos los elementos en I , elijamos β = b+ cw∆ tal que b ∈ Z, c ∈ N con
c mı́nimo. De lo anterior [a, β] ⊆ I .

Nótese que de (2), c se puede escribir como una combinación lineal de b1 y b2.
Pero como c es mı́nimo, entonces dicha combinación lineal es la mı́nima. Por lo
tanto c = mcd(b1, b2).

Por otro lado se tiene que bj = ctj + rj tal que 0 ≤ rj < c para ciertos
rj , tj ∈ Z con j = 1, 2. Luego

αj − tjβ = aj + bjw∆ − btj − ctjw∆

= aj − btj + (bj − ctj)w∆

= aj − btj + rjw∆.
(3)

De lo cual es claro que αj − tjβ ∈ I . Por lo que rj = 0, ya que si 0 < rj < c, la
igualdad (3) serı́a una contradicción a la minimalidad de c.

Ası́ que αj − tjβ = aj − btj ∈ Z. También bj = ctj con j = 1, 2 y de
ahı́ obsérvese que (2) toma la forma

γ = m+ cnw∆,(4)

donde m,n ∈ Z.
Por el algoritmo de la división tenemos que αj − tjβ = aq + s para ciertos

q, s ∈ Z y tal que 0 ≤ s < a. Por tanto s = αj − tjβ − aq ∈ Z ∩ I . Por la
minimalidad de a se tiene que s = 0 y ası́

αj − tjβ = aq.

De ahı́ es claro que αj ∈ [a, β] para j = 1, 2. Por lo tanto I = [a, β].
Ahora supongamos que I es un ideal. Entonces aw∆ ∈ I pues a ∈ I = [a, β].

Por (4) se tiene que c|a.

Por la Definición 3.1.3 se tiene que w∆ =
σ − 1 +

√
d

σ
. Se puede ver fácil-

mente que w∆ = σ − 1 − w′∆. Como b + cw∆ ∈ I , se tiene w∆(b + cw∆) ∈ I .
Luego

w∆(b+ cw∆) = (σ − 1− w′∆)(b+ cw∆)
= b(σ − 1)− b(σ − 1− w∆) + (σc− c)w∆ − cw∆w

′
∆

= −cw∆w
′
∆ + (b+ c(σ − 1))w∆.

Pero −cw∆w
′
∆ ∈ Z, entonces por (4) se tiene que c|(b + c(σ − 1)) . De ahı́ que

c|b.

Por otro lado
(
b

c
+ w′∆

)
(b + cw∆) ∈ I , pues c|b y ası́

(
b

c
+ w′∆

)
∈ O∆.

También
(
b

c
+ w′∆

)
(b+ cw∆) =

N(b+ cw∆)
c

∈ I . Pero

N(b+ cw∆) = (b+ cw∆)(b+ cw′∆) = b2 + c(bw′∆ + bw∆ + cw∆w
′
∆)

= b2 + c(b(σ − 1) + cw∆w
′
∆).
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Como c|b y (b(σ − 1) + cw∆w
′
∆) ∈ Z, tenemos c|N(b+ cw∆). Ası́ que

N(b+ cw∆)
c

∈ I ∩ Z.

Sea
N(b+ cw∆)

c
= aq + r, para ciertos q, r ∈ Z y 0 ≤ r < a. Luego, r =

N(b+ cw∆)
c

− aq ∈ I ∩ Z. Entonces por la minimalidad de a, se tiene que r = 0

y por lo tanto ac|N(b+ cw∆).
Supongamos ahora que I = [a, b+cw∆] satisface las condiciones del teorema.
Para probar que I es un ideal en O∆, sólo falta probar que si γ ∈ I entonces

para toda α ∈ O∆ se tiene que αγ ∈ I . Ası́ que basta probar que aw∆ ∈ I y que
(b+ cw∆)w∆ ∈ I .

Como c|b y c|a, se tiene que
(
−b
c

)
a+

(a
c

)
(b+ cw∆) ∈ I . Luego

aw∆ =
(
−b
c

)
a+

(a
c

)
(b+ cw∆) ∈ I.

Ya que ac|N(b+ cw∆) y
(
σ − 1 +

b

c

)
∈ Z, tenemos

−N(b+ cw∆)
c

+
(
σ − 1 +

b

c

)
(b+ cw∆) ∈ I.

Pero

−N(b+ cw∆)
c

+
(
σ − 1 +

b

c

)
(b+ cw∆) =

−(b+ cw∆)(b+ cw′∆) + (σc− c+ b)(b+ cw∆)
c

=
cw∆(b+ cw∆)

c
= bw∆ + cw2

∆.

Por lo tanto (b+ cw∆)w∆ ∈ I . �

Definición 3.2.2. A un ideal enO∆ que satisface las condiciones del Teorema 3.2.1
le llamaremos O∆-ideal.

Ejemplo 3.2.3. Si ∆ = 5, entonces O5 = AF =

[
1,

1 +
√

5
2

]
. Por el Teorema

3.2.1

I =

[
1, 3

(
1 +
√

5
2

)]
es un Z-submódulo de O5, donde a = 1, b = 0 y c = 3. Como c - a, entonces I no
es un O5-ideal.
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Observación 2. Si I = [a, b+ cw∆] es un O∆-ideal, entonces b se puede elegir de
tal forma que 0 ≤ b < a. En efecto si b = aq + r con 0 ≤ r < a, entonces aq ∈ I
y puesto que b+ cw∆ ∈ I , se tiene que

r + cw∆ = b+ cw∆ − aq ∈ I.

De ahı́ es claro que [a, r + cw∆] ⊆ [a, b + cw∆]. Para la otra contención nótese
que b+ cw∆ = aq + (r + cw∆). Por tanto I = [a, b+ cw∆] = [a, r + cw∆], con
0 ≤ r < a. Falta mostrar que c|r y ac|N(r + cw∆). Como c|b, entonces b = cs
para cierta s ∈ Z. De ahı́ que r = cs − aq y puesto que c|a entonces es claro
que c|r. Ahora N(r + cw∆) = r2 + c(r(σ − 1) + cw∆w

′
∆), como c|r, tenemos

c|N(r+ cw∆). Análogamente a la prueba de ac|N(b+ cw∆) en el Teorema 3.2.1,
se tiene que ac|N(r + cw∆).

El Teorema 3.2.1 nos ayuda a distinguir Z-submódulos en O∆ de O∆-ideales.
Además, describe un algoritmo para construir O∆-ideales:

Dado b ∈ Z y un discriminate ∆, podemos encontrar O∆-ideales.

Primero hallamos los divisores positivos de b, es decir, buscamos c ∈ N tal
que c|b. Para cada divisor podemos construir en algunos casosO∆-ideales.

Luego hallamos a ∈ N con la condición ac|N(b+ cw∆) y c|a.

Adicionalmente si fuera necesario, podemos elegir b de tal forma que 0 ≤
b < a.

Ejemplo 3.2.4. Si ∆ = 15, entonces O15 = AF = [1,
√

15]. Sea b = 3. Entonces
para el divisor c = 3, construyamos un O15-ideal. Ası́ que

b+ cw∆ = 3 + 3
√

15

y
N(3 + 3

√
15) = (3 + 3

√
15)(3− 3

√
15) = −126.

Para a = 6, se cumple que

ac|N(3 + 3
√

15) y que c|a.

Entonces por el Teorema 3.2.1

I = [6, 3 + 3
√

15]

es un O15-ideal. Para el divisor c = 1, b+ cw∆ = 3 +
√

15 y

N(3 +
√

15) = (3 +
√

15)(3−
√

15) = −6.

Notemos que para a = 1, 2, 3, 6, los I = [a, 3+
√

15] van a serO15-ideales, puesto
que c = 1.
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Por ejemplo, si a = 2, se cumple que ac|N((3+
√

15)), c|a y c|b. Como b > a,
por la Observación 2 se tiene que

I = [2, 1 +
√

15]

es un O15-ideal.

Lema 3.2.5. Sea I = [A + Bw∆, C + Dw∆] un Z-submódulo de O∆, donde
A,B,C,D ∈ Z. Entonces I = [(A + Bw∆) ± n(C + Dw∆), C + Dw∆] =
[A+Bw∆, (C +Dw∆)± n(A+Bw∆)], para toda n ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que

[(A+Bw∆)± n(C +Dw∆), C +Dw∆] ⊆ [A+Bw∆, C +Dw∆].

La otra contención se sigue de

A+Bw∆ = (A+Bw∆)± n(C +Dw∆)∓ n(C +Dw∆).

�

Con el Lema 3.2.5, podemos alterar los generadores de un Z-submódulo para
obtener la forma que asegura el Teorema 3.2.1.

Corolario 3.2.6. Sea I = [A + Bw∆, C + Dw∆] un Z-submódulo de O∆ donde
A,B,C,D ∈ Z. Entonces I = [A0, B0 + C0w∆] donde A0, B0, C0 ∈ Z y C0 =
mcd(B,D).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que D > B. Mediante el algoritmo de Euclides
hallemos el mcd(B,D):

D = q0B + r1 0 ≤ r1 < |B|
B = q1r1 + r2 0 ≤ r2 < r1

r1 = q2r2 + r3 0 ≤ r3 < r2

... =
...

...(5)
rk−1 = qkrk + rk+1 0 ≤ rk+1 < rk

rk = qk+1rk+1 + 0.

Entonces mcd(B,D) = rk+1. Luego aplicando el Lema 3.2.5 y (5) se tiene que

I = [A+Bw∆, C +Dw∆] = [A+Bw∆, (C +Dw∆)− q0(A+Bw∆)]

= [A+Bw∆, A1 + r1w∆] donde A1 = C − q0A.

Luego

I = [A+Bw∆, A1 + r1w∆] = [(A+Bw∆)− q1(A1 + r1w∆), A1 + r1w∆]

= [A2 + r2w∆, A1 + r1w∆] donde A2 = A− q1A1.
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Continuando de esta manera se tiene lo siguiente

I = [Ak + rk−1w∆, Ak+1 + rkw∆]

= [(Ak + rk−1w∆)− qk(Ak+1 + rkw∆), Ak+1 + rkw∆]

= [Ak+2 + rk+1w∆, Ak+1 + rkw∆] donde Ak+2 = Ak − qkAk+1

y por último

I = [Ak+2 + rk+1w∆, Ak+1 + rkw∆]

= [Ak+2 + rk+1w∆, (Ak+1 + rkw∆)− qk+1(Ak+2 + rk+1w∆)]

= [Ak+2 + rk+1w∆, Ak+3] = [Ak+2 +mcd(B,D)w∆, Ak+3]

donde Ak+3 = Ak+1 − qk+1Ak+2.
Por lo tanto I = [A0, B0 + C0w∆] donde A0 = Ak+3, B0 = Ak+2

y C0 = mcd(B,D). �

3.2.1. Ideales Primitivos y Norma

En la demostración del Teorema 3.2.1 vimos que si I = [a, b + cw∆] es un
O∆-ideal, entonces a es el menor entero racional positivo en I .

Definición 3.2.7. Sean ∆ un discriminante, I = [a, b + cw∆] un O∆-ideal. Defi-
nimos la norma de I como N(I) = ac. Si c = 1, diremos que I es un O∆-ideal
primitivo.

Por la Definición 3.2.7 la norma de unO∆-ideal primitivo I es el menor entero
racional positivo en I , es decir, N(I) = a.

El siguiente teorema prueba que la definición de norma de un O∆-ideal coin-
cide con la Definición 1.4.6 de norma de un ideal del Capı́tulo 1.

Teorema 3.2.8. Sea I = [a, b+ cw∆] un O∆-ideal. Entonces |O∆/I| = ac.

DEMOSTRACIÓN. Sea z1 + z2w∆ ∈ O∆. Ası́ que (z1 + z2w∆) + I ∈ O∆/I .
Supongamos que z2 = cq1 + r1 con 0 ≤ r1 < c. Luego como (b+ cw∆)q1 ∈ I , se
tiene lo siguiente:

(z1 + z2w∆) + I = (z1 + (cq1 + r1)w∆) + I

= (z1 + (cq1 + r1)w∆)− (b+ cw∆)q1 + I

= (z1 − bq1) + r1w∆ + I.

Dividiendo entre a tenemos que z1− bq1 = aq2 + r2 con 0 ≤ r2 < a. De ahı́ y
por el hecho que aq2 ∈ I se tiene que

(z1 + z2w∆) + I = aq2 + r2 + r1w∆ + I = (r2 + r1w∆) + I.

Entonces (z1+z2w∆)+I = (r2+r1w∆)+I , donde 0 ≤ r1 < c y 0 ≤ r2 < a.
Por lo tanto hay a lo más ac elementos en O∆/I . Ahora probemos que todos esos
elementos son distintos.
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Sean (r2 + r1w∆) + I , (r′2 + r′1w∆) + I elementos de O∆/I tal que
0 ≤ r2, r

′
2 < a, 0 ≤ r1, r

′
1 < c.

Supongamos que (r2 + r1w∆) + I = (r′2 + r′1w∆) + I . De ahı́ se tiene que
(r2 − r′2) + (r1 − r′1)w∆ ∈ I . Entonces

(r2 − r′2) + (r1 − r′1)w∆ = as+ (b+ cw∆)t,(6)

para ciertos s, t ∈ Z. De lo anterior r1 − r′1 = ct. Puesto que −c < r1 − r′1 < c,
se tiene que t = 0 y ası́ r1 = r′1. De ahı́ y por (6), r2 − r′2 = as. Ya que −a <
r2 − r′2 < a, se tiene que s = 0 y ası́ r2 = r′2. �

Corolario 3.2.9. Si I = [1, b+ w∆] es un O∆-ideal, entonces I = O∆.

�

Observación 3. Si I = [A + Bw∆, A
′ + B′w∆] es un Z-submódulo de O∆, en-

tonces por el Lema 3.2.5 se tiene que

I = [(A+Bw∆)± n(A′ +B′w∆), A′ +B′w∆]

= [(A± nA′) + (B ± nB′)w∆, A
′ +B′w∆]

para toda n ∈ Z. Por otro lado

|AB′ −A′B| =
∣∣∣∣det

(
A B
A′ B′

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣det

(
A± nA′ B ± nB′
A′ B′

)∣∣∣∣
= |(A± nA′)B′ −A′(B ± nB′)|.

Es decir

|AB′ −A′B| = |(A± nA′)B′ −A′(B ± nB′)|.(7)

De ahı́ se ve que |AB′−A′B| es constante en todos los pasos del Corolario 3.2.6.
También por el Corolario 3.2.6 se llega a un momento en el que

I = [A0, B0 + C0w∆].

En particular si I es un O∆-ideal, por la definición 3.2.7 se tiene que N(I) =
A0C0. Por (7) se tiene lo siguiente:

A0C0 =
∣∣∣∣det

(
A0 0
B0 C0

)∣∣∣∣ = |AB′ −A′B|.

Por lo tanto si I = [A+ Bw∆, A
′ + B′w∆] es un ideal en O∆, entonces N(I) =

|AB′ −A′B|.

Para calcular la norma de un ideal en O∆ no es necesario que esté escrito en la
forma de O∆-ideal.

Teorema 3.2.10. Seaα ∈ O∆ y sea I unO∆-ideal. Si J = (α)I , entoncesN(J) =
|N(α)|N(I).
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DEMOSTRACIÓN. Primero hagamos la prueba para el casow∆ =
√
d. Si α ∈ O∆,

entonces α = z1+z2w∆ para ciertos z1, z2 ∈ Z. Sea I = [a, b+cw∆] unO∆-ideal.
Entonces

(α)I = (z1 + z2w∆)[a, b+ cw∆] = [az1 + az2w∆, (z1 + z2w∆)(b+ cw∆)]

= [az1 + az2w∆, (bz1 + cz2d) + (bz2 + cz1)w∆].(8)

Por otra parte se tiene que |N(α)| = |N(z1 + z2w∆)| = |z2
1 − z2

2d| y N(I) = ac.
Ası́ que |N(α)|N(I) = |z2

1 − z2
2d|ac.

Nótese que de (8) tenemos que (α)I = [A+Bw∆, A
′ +B′w∆], donde

A = az1, B = az2, A′ = bz1 + cz2d y B′ = bz2 + cz1.

Entonces hallemos N(J) utilizando la Observación 3, es decir, calculemos
|AB′ −A′B|:

|AB′ −A′B| = |az1(bz2 + cz1)− (bz1 + cz2d)az2| = |acz2
1 − acz2

2d|
= ac|z2

1 − z2
2d|.

Por lo tanto N(J) = |N(α)|N(I).

Ahora hagamos la prueba para el caso w∆ =
1 +
√
d

2
. Entonces

(α)I = [az1 + az2w∆, (z1 + z2w∆)(b+ cw∆)]

=

[
az1 + az2w∆, bz1 + (cz1 + bz2)w∆ + cz2

(
1 + 2

√
d+ d

4

)]

=

[
az1 + az2w∆, bz1 + (cz1 + bz2)w∆ + cz2

(
1 +
√
d

2
+
d− 1

4

)]
.

Como en este caso d ≡ 1 (mód 4), entonces (d− 1)/4 ∈ Z y ası́

(α)I =
[
az1 + az2w∆, bz1 +

cz2(d− 1)
4

+ (cz1 + bz2 + cz2)w∆

]
.(9)

Por otro lado tenemos que |N(α)| =
∣∣∣∣z2

2(1− d) + 4z1(z1 + z2)
4

∣∣∣∣ y

N(I) = ac. De ahı́ que

|N(α)|N(I) =
∣∣∣∣z2

2(1− d) + 4z1(z1 + z2)
4

∣∣∣∣ ac.
De (9) se puede ver que (α)I = [A+Bw∆, A

′ +B′w∆], donde

A = az1, B = az2, A′ = bz1 +
cz2(d− 1)

4
y B′ = cz1 + bz2 + cz2.
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Calculemos entonces

|AB′ −A′B| =
∣∣∣∣az1(cz1 + bz2 + cz2)−

(
bz1 +

cz2(d− 1)
4

)
az2

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ac(4z2

1 + 4z1z2 − dz2
2 + z2

2)
4

∣∣∣∣
= ac

∣∣∣∣z2
2(1− d) + 4z1(z1 + z2)

4

∣∣∣∣ .
De ahı́ es claro que |AB′ − A′B| = |N(α)|N(I) y por la Observación 3 se tiene
que

N(J) = |AB′ −A′B| = |N(α)|N(I). �

Corolario 3.2.11. Si I = (α), entonces N(I) = |N(α)|.

DEMOSTRACIÓN. Se tiene que I = (α)O∆. Como O∆ = [1, w∆], entonces
N(O∆) = 1. Ası́ que utilizando el Teorema 3.2.10, se tiene el resultado. �

Observación 4. Si I = [A+Bw∆, A
′ +B′w∆] es un ideal en O∆, entonces

I = [A+Bw∆, A
′ +B′w∆] =

[
N(I)

mcd(B,B′)
, (Al1 +A′l2) +mcd(B,B′)w∆

]
,

donde mcd(B,B′) = Bl1 +B′l2.

El siguiente teorema explica el interés en O∆-ideales primitivos.

Teorema 3.2.12. Si J es un O∆-ideal, entonces existe un O∆-ideal primitivo I tal
que J ∼ I .

DEMOSTRACIÓN. Sea J = [a, b+ cw∆]. Entonces

J = (c)
[
a

c
,
b

c
+ w∆

]
.(10)

Sea I =
[
a

c
,
b

c
+ w∆

]
. Como J es un O∆-ideal, entonces

a

c
∈ N,

b

c
∈ Z. Para

que I sea un O∆-ideal sólo basta ver que
a

c
| N

(
b

c
+ w∆

)
. Ası́

N

(
b

c
+ w∆

)
=
(

1
c2

)
N(b+ cw∆).(11)

Como J es un O∆-ideal, se tiene que N(b + cw∆) = acq para cierto q ∈ Z,
ası́ sustituyendo en (11), se obtiene que

N

(
b

c
+ w∆

)
=
acq

c2
=
aq

c
,
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es decir,
a

c
| N

(
b

c
+ w∆

)
. Es claro que I es primitivo. Por (10) se tiene que

(1)J = (c)I , lo que nos dice que J ∼ I . �

Por el Lema 3.2.5 un O∆-ideal primitivo tiene varias representaciones, ası́ que
tiene sentido dar una representación canónica. Para esto primero veamos la siguien-
te observación.

Observación 5. Sea I = [a, b + w∆] un O∆-ideal primitivo. Si w∆ =
1 +
√
d

2
,

entonces ∆ = d y ası́

I =

[
a, b+

1 +
√
d

2

]
=

[
a,

2b+ 1 +
√

∆
2

]
.

De lo cual se tiene que

I =

[
a,
b1 +

√
∆

2

]
,

donde b1 = 2b+ 1 ∈ Z.
Si w∆ =

√
d, entonces ∆ = 4d y ası́

I = [a, b+
√
d] =

[
a, b+

√
∆
4

]
=

[
a,

2b+
√

∆
2

]
.

Es decir,

I =

[
a,
b1 +

√
∆

2

]
donde b1 = 2b ∈ Z. Se puede ver que en ambos casos un O∆-ideal primitivo se
puede escribir como

I =

[
a,
b1 +

√
∆

2

]
,(12)

con b1 ∈ Z.

Corolario 3.2.13. Sea ∆ un discriminante y sea I =

[
a,
b1 +

√
∆

2

]
un O∆-ideal

primitivo como en (12). Entonces I =

[
a, na± b1 +

√
∆

2

]
para toda n ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. La contención

[
a, na± b1 +

√
∆

2

]
⊆

[
a,
b1 +

√
∆

2

]
es clara.

La otra contención se tiene puesto que
b1 +

√
∆

2
= na− na+

b1 +
√

∆
2

. �
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Notemos que

I =

[
a, na± b1 +

√
∆

2

]
=

[
a,
b+
√

∆
2

]
,

donde b = 2na± b1.

Definición 3.2.14. Sea I =

[
a,
b+
√

∆
2

]
un O∆-ideal primitivo como en el Co-

rolario 3.2.13. Si

−N(I) = −a ≤ tr

(
b+
√

∆
2

)
< a = N(I),

entonces diremos que la representación de I es canónica.

Si I está representado en forma canónica, ésta es única.

Teorema 3.2.15. (Unicidad). Sea I = [N(I), α] un O∆-ideal primitivo, donde

α =
b1 +

√
∆

2
y tal que−N(I) ≤ tr(α) = b1 < N(I). Si existe β =

b2 +
√

∆
2

∈
O∆, tal que I = [N(I), β] y −N(I) ≤ tr(β) = b2 < N(I), entonces α = β.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que I = [N(I), α] = [N(I), β]. Entonces se
tiene que α = nN(I) +mβ para ciertos n,m ∈ Z, ası́ que

b1 +
√

∆
2

= nN(I) +
m(b2 +

√
∆)

2

=
(
nN(I) +

mb2
2

)
+
m
√

∆
2

.

Como
√

∆ es irracional, {1,
√

∆} esQ-linealmente independiente. Por lo que
1
2

=
m

2
y de ahı́ quem = 1. Por lo tanto α = nN(I)+β. Ahora mostremos que n = 0.
Si n > 0, se tiene que

tr(α) = 2nN(I) + tr(β) ≥ 2N(I) + tr(β) ≥ 2N(I)−N(I) = N(I).

Es decir, tr(α) ≥ N(I), lo cual es una contradicción.
Si n < 0, se tiene que

tr(β) = tr(α)− 2nN(I) = tr(α) + 2|n|N(I) ≥ tr(α) + 2N(I)

≥ 2N(I)−N(I) = N(I).

Es decir, tr(β) ≥ N(I), lo cual también es una contradicción. Por lo tanto
n = 0 y entonces α = β. �
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Observación 6. Sea I =

[
a,
b1 +

√
∆

2

]
un O∆-ideal primitivo como en la Ob-

servación 5, con b1 = 2b + 1 o 2b y 0 ≤ b < a como en la Observación 2.
Supongamos que I no está en forma canónica, es decir,

N(I) ≤ tr

(
b1 +

√
∆

2

)
= b1 o b1 = tr

(
b1 +

√
∆

2

)
< −N(I).

Si b1 = 2b+1. Supongamos que b1 < −N(I) = −a. De ahı́ 2b+1 < −a ≤ −1, de
donde b < 0, lo cual no puede ser puesto que 0 ≤ b < a. Por tanto b1 ≥ N(I) = a.
De ahı́ 2b+ 1 ≥ 2a− a, de donde

2b+ 1− 2a ≥ −a.
También se tiene que 2b+ 1 < 2a+ 1 ≤ 2a+ a, es decir, 2b+ 1− 2a < a.

Si b1 = 2b. Supongamos que 2b < −a. De ahı́ 2b < −a ≤ −1, de donde
b < 0, lo cual no puede ser puesto que 0 ≤ b < a. Por tanto 2b ≥ a, por lo que
2b− 2a ≥ a− 2a, es decir,

2b− 2a ≥ −a.
También se tiene que 2b < 2a < 2a+ a, de donde, 2b− 2a < a.

En ambos casos I siempre se puede escribir en forma canónica.

Ejemplo 3.2.16. Sea ∆ = 17, entonces O17 = AF =

[
1,

1 +
√

17
2

]
. Sea

I =

[
4, 3 +

1 +
√

17
2

]
=

[
4,

7 +
√

17
2

]
un O17-ideal primitivo. Por el Corolario 3.2.13, se tiene que

I =

[
4,

7 +
√

17
2

]
=

[
4,

15 +
√

17
2

]
=

[
4,

23 +
√

17
2

]
= · · ·

=

[
4,
−1 +

√
17

2

]
=

[
4,
−9 +

√
17

2

]
=

[
4,
−17 +

√
17

2

]
= · · ·

Por la Observación 6, I =

[
4,−4 +

7 +
√

17
2

]
=

[
4,
−1 +

√
17

2

]
, es la repre-

sentación canónica de I . En efecto, pues

−4 < tr

(
−1 +

√
17

2

)
= −1 < 4 = N(I).

Notemos que para cualquier otra elección de b,∣∣∣∣∣tr
(
b+
√

17
2

)∣∣∣∣∣ > N(I) = 4.
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3.3. Fracciones Continuas Aplicadas a Campos Cuadrá-
ticos Reales

Ahora vamos a relacionar las fracciones continuas simples con el generador
irracional de un O∆-ideal Primitivo. Esto nos ayudará a probar que todo O∆-ideal
primitivo es equivalente a un ideal que llamaremos reducido. Luego daremos un
criterio de divisibilidad para el número de clases de un campo cuadrático real y con
esto daremos ejemplos de anillos cuadráticos que no son de factorización única.

Primero se hará un cambio de notación del O∆-ideal primitivo y veremos que
uno de sus generadores es un irracional cuadrático de los cuales ya sabemos exac-
tamente como es su fracción continua simple.

De aquı́ en adelante ∆ = ∆0, es decir, O∆ es el anillo de enteros.

Sea I = [a, b+ w∆] un O∆-ideal primitivo y

σ =
{

2 si d ≡ 1 (mód 4)
1 si d ≡ 2 ó 3 (mód 4) .

Escribimos σa = Q y b =


P − 1

2
si σ = 2

P si σ = 1,
donde P ∈ Z y Q ∈ N.

Observemos que si σ = 2, se tiene

I =

[
Q

2
,
P − 1

2
+

1 +
√
d

2

]
=

[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
,

y si σ = 1, se tiene

I =
[
Q,P +

√
d
]

=

[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
.

Nótese que ambos casos

I =

[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
.(13)

Ejemplo 3.3.1. Sea AF = O∆ =

[
1,

1 +
√

33
2

]
y sea I =

[
4, 3 +

1 +
√

33
2

]
un

O∆-ideal primitivo. Ya que 33 ≡ 1 (mód 4), se tiene que σ = 2, por lo que
Q = σa = 2 · 4 = 8
P = 2b+ 1 = 7.

Por lo tanto I =

[
8
2
,
7 +
√

33
2

]
.
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Con las definiciones de σ, P y Q que se establecieron al principio de esta sec-

ción, tenemos una pregunta inmediata: ¿Si I =

[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
, entonces I es un

O∆-ideal primitivo? La respuesta es afirmativa bajo cierta condición como vere-
mos enseguida.

Teorema 3.3.2. I =

[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
es un O∆-ideal primitivo si y sólo si

P 2 ≡ d (mód σQ).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que P 2 ≡ d (mód σQ). Si σ = 2 veamos que

I =

[
Q

2
,
P − 1

2
+

1 +
√
d

2

]
es unO∆-ideal. Por el Teorema 3.2.1, debemos mos-

trar que
Q

2
| N

(
P +

√
d

2

)
. Puesto que P 2 ≡ d (mód 2Q) se tiene

N

(
P +

√
d

2

)
=
P 2 − d

4
=

2Qr
4

=
Q

2
· r(14)

para algún r ∈ Z, luego
Q

2
| N

(
P +

√
d

2

)
.

Ahora si σ = 1, veamos que I =
[
Q,P +

√
d
]

es unO∆-ideal. Por el Teorema

3.2.1, basta ver que Q|N
(
P +

√
d
)

. Puesto que P 2 ≡ d (mód Q), tenemos que

N
(
P +

√
d
)

= P 2 − d = Qr,

para algún r ∈ Z, luego Q|N
(
P +

√
d
)

. Claramente en ambos casos I es primi-
tivo.

Supongamos ahora que I =

[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
es un O∆-ideal primitivo.

Si σ = 2, se tiene que I =

[
Q

2
,
P +

√
d

2

]
. Por el Teorema 3.2.1 tenemos que

Q

2
| N

(
P +

√
d

2

)
, es decir,

P 2 − d
4

=
Q

2
t para cierta t ∈ Z. De donde

P 2 − d = 2Qt, por lo que P 2 ≡ d (mód 2Q).

Si σ = 1, por el Teorema 3.2.1,Q|N
(
P +

√
d
)

y por tantoP 2 ≡ d (mód Q).
�
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Lema 3.3.3.
P +

√
d

σQ
es un irracional cuadrático si y sólo si

P +
√
d

Q
es un irra-

cional cuadrático.

DEMOSTRACIÓN. Basta hacer la prueba para σ = 2. Sea α =
P +

√
d

Q
y su-

pongamos que α es un irracional cuadrático. Ası́ que α es raı́z del polinomio
x2−tr(α)x+N(α), por lo que α2−tr(α)α+N(α) = 0. Luego por la Proposición
1.1.3 del Capı́tulo 1(α

2

)2
−
(
tr
(α

2

)) α
2

+N
(α

2

)
=
α2

4
− 1

2
tr(α)

α

2
+
(

1
2

)2

N(α)

=
α2

4
− tr(α)α

4
+
N(α)

4
= 0.

Por lo que
α

2
=
P +

√
d

2Q
satisface el polinomio y2 − tr

(α
2

)
y + N

(α
2

)
, luego

P +
√
d

2Q
es un irracional cuadrático.

La prueba de que si
P +

√
d

2Q
es un irracional cuadrático implica que

P +
√
d

Q
es un irracional cuadrático es análoga a la anterior. �

Por (11) del Capı́tulo 2, el Teorema 3.3.2 y el Lema 3.3.3 nos dicen que

I =

[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
es un O∆-ideal primitivo si y sólo si

P +
√
d

σQ
es un irracional

cuadrático si y sólo si
P +

√
d

Q
es un irracional cuadrático.

De lo anterior, existe una función entre el conjunto de irracionales cuadráticos
y el conjunto de los O∆-ideales primitivos. Dicha función está dada por:

α −→ [α],(15)

donde α =
P +

√
d

Q
y [α] = I =

[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
.

Ejemplo 3.3.4. Por el Ejemplo 3.3.1 podemos ver que I =

[
8
2
,
7 +
√

33
2

]
es

un O∆-ideal primitivo de O∆ =

[
1,

1 +
√

33
2

]
. Entonces α =

7 +
√

33
8

es un

irracional cuadrático que es raı́z de x2 − 7
4
x+

1
4

.

Veamos con un ejemplo que la función α −→ [α] no es inyectiva.
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Ejemplo 3.3.5. Sea α =
9 +
√

53
14

un irracional cuadrático. Ya que 53 ≡ 1

(mód 4), tenemos σ = 2, P = 9 y Q = 14. Entonces

α −→ I =

[
14
2
,
9 +
√

53
2

]
.

Si ahora γ =
23 +

√
53

14
, entonces σ = 2, P = 23 y Q = 14. Entonces

γ −→ J =

[
14
2
,
23 +

√
53

2

]
.

Por el Corolario 3.2.13, tenemos que

I =

[
7,

9 +
√

53
2

]
=

[
7, 7 +

9 +
√

53
2

]
= J.

Por lo tanto α −→ [α] no es inyectiva.

Veamos de manera más general lo que nos dice el Ejemplo 3.3.5.

Sean d > 1 un entero libre de cuadrados tal que d ≡ 2, 3 (mód 4) y

α =
b+
√
d

a
un irracional cudrático, donde b ∈ Z, a ∈ N. Entonces σ = 1, P = b

y Q = a. Por tanto

α −→ I =
[
a, b+

√
d
]
.

Ahora sea γ =
na± b+

√
d

a
, para algún n ∈ Z/{0}. Entonces σ = 1, P =

na± b y Q = a, por lo tanto

γ −→ J =
[
a, na± b+

√
d
]
.

Por el Corolario 3.2.13, tenemos que

I =
[
a, b+

√
d
]

=
[
a, na± b+

√
d
]

= J.

De ahı́ se ve que α y γ son irracionales cuadráticos distintos que van al mismo
ideal.

Ahora sea α =
2b+ 1 +

√
d

2a
, donde d ≡ 1 (mód 4). Entonces σ = 2, P =

2b+ 1 y Q = 2a. Por lo que

α −→ I =

[
a,

2b+ 1 +
√
d

2

]
.
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Si ahora γ =
2(na± b) + 1 +

√
d

2a
, para algún n ∈ Z/{0}, entonces σ = 2, P =

2(na± b) + 1 y Q = 2a, por lo tanto

γ −→ J =

[
a,

2(na± b) + 1 +
√
d

2

]
.

Por el Corolario 3.2.13, obtenemos que

I =

[
a,

2b+ 1 +
√
d

2

]
=

[
a, na± 2b+ 1 +

√
d

2

]
= J.

Por lo que α y γ son irracionales cuadráticos distintos que van al mismo ideal. Por
lo tanto podemos concluir que la función definida en (15) no es inyectiva.

3.3.1. Ideales Reducidos

Por la Definición 3.2.7 y por (12) un O∆-ideal primitivo I se puede escribir

como I = [N(I), α], donde α =
b+
√

∆
2

para algún b ∈ Z.

Definición 3.3.6. Sea ∆ > 0 un discriminante. Sea I = [N(I), α] un O∆-ideal
primitivo. Diremos que I es reducido si no existe γ ∈ I distinto de cero, tal que

|γ| < N(I) y |γ′| < N(I).

donde γ′ es el conjugado de γ.

Hemos visto que cualquier O∆-ideal es equivalente a un O∆-ideal primitivo.
Veremos luego que todo O∆-ideal primitivo es equivalente a un ideal reducido.
Ası́ que ahora probemos algunos teoremas que nos dan criterios para saber cuándo
un O∆-ideal es reducido.

Teorema 3.3.7. Sea ∆ > 0 un discriminante y sea I un O∆-ideal primitivo. En-
tonces I es reducido si y sólo si existe β ∈ I tal que

I = [N(I), β], β > N(I) y −N(I) < β′ < 0.

DEMOSTRACIÓN. Sea I = [a, α] un O∆-ideal primitivo, donde a = N(I) y

α =
b+
√

∆
2

para algún b ∈ Z.

Supongamos que I es reducido. Sea β0 =
⌊
−α′

a

⌋
a+ α ∈ I . Entonces

β′0 =
⌊
−α′

a

⌋
a+ α′ = −

(
−
⌊
−α′

a

⌋
a− α′

)
,
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por lo que |β′0| = −
⌊
−α′

a

⌋
a− α′. Puesto que bxc > x− 1, para x ∈ R, se tiene

que ⌊
−α′

a

⌋
>
−α′

a
− 1.

Ası́ que

|β′0| <
(
α′

a
+ 1
)
a− α′ = α′ + a− α′ = a,

es decir, |β′0| < a.
Si β0 < 0, entonces como I es reducido se tiene que |β0| = −β0 > a. De

ahı́ que

−
⌊
−α′

a

⌋
a− α > a > −

⌊
−α′

a

⌋
a− α′.

Por lo que α < α′ y entonces
√

∆ < −
√

∆, lo cual es una contradicción. Observe
que β0 = 0 no es posible. Por lo tanto β0 > 0. Luego existe al menos un elemento
β = na + α ∈ I para cierta n ∈ Z, tal que |β′| < a y β0 ≥ β > 0. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que β es el mı́nimo con tales propiedades.

Es claro que I = [a, β]. Como I es reducido y |β′| < a, tenemos β = |β| >
a = N(I). Ya que 0 < β − a < β y β − a = (n − 1)a + α, se tiene que
|β′ − a| > a por la minimalidad de β. También se tiene que −a < β′ < a, por
lo que β′ − a < 0. Ası́ que a − β′ = |β′ − a| > a y de ahı́ β′ < 0. Luego como
|β′| < a, tenemos −β′ < a, es decir, β′ > −N(I).

Inversamente, supongamos que I = [a, α] tal que α > a y −a < α′ < 0. Sea
γ ∈ I tal que |γ| < a y |γ′| < a. Probemos que γ = 0.

Escribimos γ = ma + nα para ciertos m,n ∈ Z. Ası́ que |ma + nα| < a y
|ma+ nα′| < a. Mostraremos que m = n = 0.

Supongamos m > 0 y n > 0. Como a > 0 y α > 0, se sigue que ma > 0 y
nα > 0. Luego a < ma + nα, por lo que |ma + nα| > |a| = a. Lo cual es una
contradicción al hecho que |ma+ nα| < a.

Si m < 0 y n < 0, entonces −m > 0 y −n > 0. Y el argumento es el mismo
al del caso anterior.

Si m > 0 y n < 0, como α′ < 0, entonces ma > 0 y nα′ > 0. De ahı́ que
a < ma+ nα′ y ası́ |ma+ nα′| > a, lo cual es una contradicción.

Si m < 0 y n > 0, entonces −m > 0 y −n < 0. Y el argumento es el mismo
al del caso anterior.

Si m = 0 y n 6= 0, entonces |ma+ nα| = |nα| < a y

α ≤ |n|α = |nα| < a,

lo cual es una contradicción.
Si m 6= 0 y n = 0, se tiene que |ma + nα| = |ma| < a. De ahı́ que |m|a =

|ma| < a, lo cual es una contradicción.
En conclusión, m = n = 0 y entonces I es reducido. �
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Ejemplo 3.3.8. Sea O∆ =

[
1,

1 +
√

145
2

]
. El O∆-ideal

I =

[
4, 3 +

1 +
√

145
2

]
=

[
4,

7 +
√

145
2

]
= [N(I), β],

es reducido ya que β > N(I) y −4 < β′ < 0.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del Teorema 3.3.7.

Corolario 3.3.9. Si α =
P +

√
d

Q
es un irracional cuadrático reducido, don-

de P ∈ Z, Q ∈ N y d > 1 es un entero libre de cuadrados, entonces I =[
Q

σ
,
P +

√
d

σ

]
es reducido.

DEMOSTRACIÓN. Como α > 1, entonces P +
√
d > Q. Por lo tanto

P +
√
d

σ
>
Q

σ
.

Puesto que −1 < α′ < 0, entonces

−Q
σ

<
P −

√
d

σ
< 0.

Por el Teorema 3.3.7, se tiene que I es reducido. �

El siguiente ejemplo nos muestra que la función que se definió en (15), no
asegura que si [α] es reducido, entonces α es un irracional cuadrático reducido.

Ejemplo 3.3.10. Sea ∆ = 53. Entonces AF = O∆ =

[
1,

1 +
√

53
2

]
. Tomemos

O∆ como un O∆-ideal. Entonces por el Corolario 3.2.13, se tiene que

O∆ =

[
1, 3 +

1 +
√

53
2

]
=

[
1,

7 +
√

53
2

]
,

donde
7 +
√

53
2

> N(I) = 1 y −N(I) = −1 <
7−
√

53
2

< 0. Entonces por el
Teorema 3.3.7, O∆ es un ideal reducido.

Sin embargo α =
1 +
√

53
2

no es un irracional cuadrático reducido ya que

α′ =
1−
√

53
2

< −1.
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Observación 7. Nótese que si I = [N(I), β] es un ideal reducido con β que

satisface el Teorema 3.3.7, entonces α =
β

N(I)
satisface que α > 1 y −1 < α′ <

0. Es decir, α es un irracional cuadrático reducido por la Definición 2.2.11 del
Capı́tulo 2.

Los siguientes resultados son consecuencia del Teorema 3.3.7 y nos hacen más
fácil ver cuando un O∆-ideal es reducido en términos de la norma del ideal.

Corolario 3.3.11. Sean ∆ > 0 un discriminante, I un O∆-ideal. Si I es reducido,
entonces N(I) <

√
∆.

DEMOSTRACIÓN. Como I es reducido, tenemos que I es un O∆-ideal primitivo.

Sea I =

[
N(I),

b+
√

∆
2

]
para algún b ∈ Z. Por el Teorema 3.3.7 existe β ∈ I ,

tal que
I = [N(I), β], β > N(I) y −N(I) < β′ < 0.

Luego se tiene que

N(I) < N(I)− β′ < β − β′.(16)

Pero β = nN(I) +m

(
b+
√

∆
2

)
, para ciertos n,m ∈ Z. También se tiene que

b+
√

∆
2

= xN(I) + yβ, para ciertos x, y ∈ Z.

Entonces
b+
√

∆
2

= xN(I) + ynN(I) +
ymb

2
+
ym
√

∆
2

.

Como {
√

∆, 1} es una base de la extensión Q(
√
d)/Q, se tiene que

1
2

=
ym

2
y de

ahı́ y = m = ±1.

Si y = −1, entonces m = −1. Por lo que β = nN(I)− b+
√

∆
2

y ası́

β′ = nN(I)− b

2
+
√

∆
2
.

De ahı́ que β − β′ = −
√

∆. Entonces por (16), se tiene que

N(I) < −
√

∆,

lo cual es una contradicción pues N(I) > 0. Por lo tanto y = m = 1 y ası́

β = nN(I) +
b+
√

∆
2

. Por lo que

N(I) < β − β′ =
√

∆.

�
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Corolario 3.3.12. Sean ∆ > 0 un discriminante, I un O∆-ideal primitivo. Si

N(I) <
√

∆
2

, entonces I es reducido.

DEMOSTRACIÓN. Sea I = [N(I), α] unO∆-ideal primitivo, dondeα =
b+
√

∆
2

,

para algún b ∈ Z. Sea β = α +
⌊
−α′

N(I)

⌋
N(I) ∈ I. Entonces por el Corolario

3.2.13, se tiene que I = [N(I), β]. Por otro lado

β′ = α′ +
⌊
−α′

N(I)

⌋
N(I).

Puesto que x− 1 < bxc ≤ x para x ∈ R, se sigue que

0 = α′ +
(
−α′

N(I)

)
N(I) ≥ α′ +

⌊
−α′

N(I)

⌋
N(I) = β′

> α′ +
(
−α′

N(I)
− 1
)
N(I) = −N(I).

De lo anterior

−N(I) < β′ < 0.

También se tiene β − β′ = α− α′ =
√

∆ y puesto que N(I) <
√

∆
2

, se sigue

β =
√

∆ + β′ > 2N(I)−N(I),

es decir, β > N(I). Entonces por el Teorema 3.3.7, I es reducido. �

Ejemplo 3.3.13. En el Ejemplo 3.3.8, se tiene que

N(I) = 4 <
√

145
2

=
√

∆
2
.

Entonces por el Corolario 3.3.12, I es reducido.

3.3.2. Ciclos de Ideales Reducidos y Divisores del Número
de Clases

A continuación probaremos algunos resultados que nos servirán para justificar
el teorema principal de este capı́tulo.

Lema 3.3.14. Sea α un irracional cuadrático. Entonces para k ≥ 1,

(−1)k(Ak−1 − αBk−1) =
k∏
j=1

(αj−1 − qj−1).
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Donde Ak, Bk y αk, qk son como se definieron en el Teorema 2.1.5 y Lema 2.2.8
del Capı́tulo 2, respectivamente.

DEMOSTRACIÓN. Sea α = [q0, q1, . . . , qk, . . .]. Entonces α = [q0, . . . , αj−1],
donde αj−1 = [qj−1, qj , . . .]. Ası́ que por el Corolario 2.1.6 del Capı́tulo 2, se
tiene

α =
αj−1Aj−2 +Aj−3

αj−1Bj−2 +Bj−3
, (j ≥ 1).

De ahı́ se obtiene que

αj−1 =
Aj−3 − αBj−3

αBj−2 −Aj−2
.(17)

Para k = 1, se tiene
∏1
j=1(αj−1 − qj−1) = α0 − q0 = α − q0. Luego por el

Teorema 2.1.5, se sigue que B0 = q0B−1 +B−2 = 1 y A0 = q0A−1 +A−2 = q0.
Por lo que

k∏
j=1

(αj−1 − qj−1) = α− q0 = B0α−A0 = (−1)(A0 − αB0).

Ahora supongamos que (−1)k(Ak−1−αBk−1) =
∏k
j=1(αj−1− qj−1) se cumple

hasta k = n− 1. Entonces
n∏
j=1

(αj−1 − qj−1) = (−1)n−1(An−2 − αBn−2)(αn−1 − qn−1).

Pero por (17) y el Teorema 2.1.5:

αn−1 − qn−1 =
An−3 − αBn−3

αBn−2 −An−2
− qn−1

=
An−3 + qn−1An−2 − α(Bn−3 + qn−1Bn−2)

αBn−2 −An−2

=
An−1 − αBn−1

αBn−2 −An−2
.

Ası́ que

n∏
j=1

(αj−1 − qj−1) = (−1)n−1(An−2 − αBn−2)
(
An−1 − αBn−1

αBn−2 −An−2

)

=
(−1)n−1(An−2 − αBn−2)(An−1 − αBn−1)

(−1)(An−2 − αBn−2)
= (−1)n(An−1 − αBn−1).

�
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Lema 3.3.15. Sea θk =
k−1∏
j=1

(αj−1 − qj−1) para k ≥ 2. Entonces

θ−1
k+1 = Bk−1αk +Bk−2

para k ≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 3.3.14, se tiene que

θk = (−1)k−1(Ak−2 − αBk−2).

De ahı́ y por el Teorema 2.1.10

θk+1 = (−1)k(Ak−1 − αBk−1) = (−1)k
(
Ak−1 −

(
αkAk−1 +Ak−2

αkBk−1 +Bk−2

)
Bk−1

)
= (−1)k

(
Ak−1Bk−2 −Ak−2Bk−1

αkBk−1 +Bk−2

)
= (−1)k

(
(−1)k−2

αkBk−1 +Bk−2

)
=

(−1)2k−2

αkBk−1 +Bk−2
.

Por lo tanto

θ−1
k+1 = αkBk−1 +Bk−2

para k ≥ 1. �

Lema 3.3.16. θ−1
k+1 =

k∏
j=1

αj para k ≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es por inducción sobre k. Si k = 1, por el Teorema
2.1.5, se tiene que

θ−1
2 = α1B0 +B−1 = α1.

Supongamos que θ−1
m+1 =

∏m
j=1 αj hasta m = k − 1. Entonces

k∏
j=1

αj =
k−1∏
j=1

αjαk = θ−1
k αk = (αk−1Bk−2 +Bk−3)αk.(18)

De (17)

αk−1 =
Ak−3 − αBk−3

αBk−2 −Ak−2
.
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Sustituyendo en (18)

θ−1
k αk =

(
Bk−2Ak−3 − αBk−2Bk−3

αBk−2 −Ak−2
+Bk−3

)
αk

=
−αk(Ak−2Bk−3 −Bk−2Ak−3)

αBk−2 −Ak−2
=
−αk(−1)k−3

αBk−2 −Ak−2

=
αk(−1)k−2

αBk−2 −Ak−2
=

αk(−1)k−2(
αkAk−1 +Ak−2

αkBk−1 +Bk−2

)
Bk−2 −Ak−2

=
αk(−1)k−2(αkBk−1 +Bk−2)
αk(Ak−1Bk−2 −Ak−2Bk−1)

=
αk(−1)k−2(αkBk−1 +Bk−2)

αk(−1)k−2

= αkBk−1 +Bk−2 = θ−1
k+1.

�

Lema 3.3.17. Sea f : N→ R dada por f(k) = θ−1
k+1. Entonces f es una función

monótona creciente.

DEMOSTRACIÓN. Notemos que por el Lema 3.3.16, para k = 2 se tiene

θ−1
3 = α1α2 y θ−1

2 = α1, con α1, α2 > 1.

Ası́ que
θ−1

3 > θ−1
2 .

Puesto que αk > 1, por inducción tenemos

θ−1
k+1 =

k∏
j=1

αj =
k−1∏
j=1

αjαk >

k−1∏
j=1

αj = θ−1
k .

�

Lema 3.3.18. Sean [α, β] y [γ, δ] Z-submódulos, donde α, β, γ, δ ∈ O∆. Enton-
ces [α, β] = [γ, δ] si y sólo si α = xγ + yδ y β = wγ + zδ, donde x, y, z, w ∈ Z

satisfacen xz−wy = ±1, es decir, [α, β] = [γ, δ] si y sólo si
(
α
β

)
= X

(
γ
δ

)
es soluble en GL2(Z).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que α = xγ + yδ y β = wγ + zδ, para ciertas
x, y, z, w ∈ Z y tal que xz − wy = ±1. Entonces es claro que [α, β] ⊆ [γ, δ].

Por otro lado se tiene

αz − βy = xzγ + yzδ − wyγ − zyδ = γ(xz − wy) = γ(±1)

y
βx− αw = wxγ + zxδ − xwγ − ywδ = δ(zx− yw) = δ(±1).

De lo anterior se tiene que [γ, δ] ⊆ [α, β].
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Ahora supongamos que [α, β] = [γ, δ]. Entonces α = xγ+yδ y β = wγ+zδ,
para ciertas x, y, w, z ∈ Z. De ahı́ se tiene(

α
β

)
=
(
x y
w z

)(
γ
δ

)
.

Análogamente, existen x0, y0, w0, z0 ∈ Z, tal que(
γ
δ

)
=
(
x0 y0

w0 z0

)(
α
β

)
.

Por lo tanto (
α
β

)
=
(
x y
w z

)(
x0 y0

w0 z0

)(
α
β

)
.

Si X =
(
x y
w z

)
y Y =

(
x0 y0

w0 z0

)
, entonces 1 = detXY = detX detY .

Por lo que detX = detY = ±1 y ası́ X ∈ GL2(Z).

Definición 3.3.19. La sucesión de Fibonacci se define como:

F1 = F2 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 (n ≥ 3).

Llamaremos a Fn el n-ésimo número de Fibonacci.

Uno de los números más conocidos en varias disciplinas de la matemática, es
la razón dorada:

g =
1 +
√

5
2

.

Es fácil ver que g > 1 y debido a que g2 = g + 1, se tiene que g es un irracional
cuadrático.

Proposición 3.3.20. Fn ≥ gn−2 para toda n ∈ N.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es por inducción sobre n. Si n = 1

F1 = 1 >
1
g

= g−1.

Supongamos que la afirmación de la proposición se cumple hasta n, es decir,
Fn ≥ gn−2. Entonces

Fn+1 = Fn + Fn−1 ≥ gn−2 + gn−3 = gn−3(g + 1)

= gn−3(g2) = gn−1.

Por lo tanto Fn ≥ gn−2 para toda n ∈ N. �

Proposición 3.3.21. Bk ≥ Fk+1 para toda k ∈ N, donde Fk+1 es el (k+1)-ésimo
número de Fibonacci y

Bk = qkBk−1 +Bk−2, B−2 = 1 y B−1 = 0.
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DEMOSTRACIÓN. La prueba es por inducción sobre k.
Si k = 1, entonces

B1 = q1B0 +B−1 = q1 ≥ 1 = F2.

Supongamos que Bm ≥ Fm+1 para toda m ∈ N con m < k.
Luego

Bk = qkBk−1 +Bk−2 ≥ qkFk + Fk−1 ≥ Fk + Fk−1 = Fk+1.

�

Lema 3.3.22. Sea ∆ > 0 un discriminante y sea I = I1 =

[
Q0

σ
,
P0 +

√
d

σ

]
un

O∆-ideal primitivo. Sea

α = α0 =
P0 +

√
d

Q0

y Pk, Qk, αk y qk para k ≥ 0, definidos como en el Lema 2.2.8 del Capı́tulo 2.
Entonces

Ik =

[
Qk−1

σ
,
Pk−1 +

√
d

σ

]
,

es un O∆-ideal primitivo para toda k ∈ N.

DEMOSTRACIÓN. El Lema 2.2.8, asegura que

P 2
k−1 − d = −Qk−2Qk−1.

Aplicando el Teorema 3.3.2, Ik es un O∆-ideal primitivo. �

Ahora sı́ ya tenemos todo para probar el teorema principal de este capı́tulo,
el cual produce todos los ideales reducidos equivalentes a un O∆-ideal primitivo
dado.

Teorema 3.3.23. Sea ∆ > 0 un discriminante y sea I = I1 =

[
Q0

σ
,
P0 +

√
d

σ

]
un O∆-ideal primitivo. Sea

α = α0 =
P0 +

√
d

Q0

y Pk, Qk, αk y qk para k ≥ 0, definidos como en el Lema 2.2.8 del Capı́tulo 2. Si

Ik =

[
Qk−1

σ
,
Pk−1 +

√
d

σ

]
,

entonces I1 ∼ Ik para toda k ∈ N. Además, existe un valor mı́nimo n0 ∈ N tal que
In0+j es reducido para toda j ≥ 0. Estos In0+j son todos los ideales reducidos
equivalentes a I1.
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DEMOSTRACIÓN. Sea θk =
k−1∏
j=1

(αj−1 − qj−1) para k ≥ 2. Entonces por el Lema

3.3.14, se tiene que

θk = (−1)k−1(Ak−2 − αBk−2) = (−1)k−1(Ak−2 − α0Bk−2).(19)

Vamos a mostrar que

(Q0θk)Ik = (Qk−1)I1

para k ≥ 2. Sea X = (−1)k
(
−Ak−2 Bk−2

Ak−1 −Bk−1

)
. Entonces

X

(
1
αo

)
=
(

(−1)k−1Ak−2 (−1)kBk−2

(−1)kAk−1 (−1)k−1Bk−1

)(
1
αo

)
=
(

(−1)k−1Ak−2 + α0(−1)kBk−2

(−1)kAk−1 + α0(−1)k−1Bk−1

)
=
(

(−1)k−1(Ak−2 − α0Bk−2)
(−1)k(Ak−1 − α0Bk−1)

)
.

Por (19), se tiene que (
θk
θk+1

)
= X

(
1
α0

)
.

También tenemos que

detX = (−1)k(Ak−2Bk−1 −Ak−1Bk−2) = (−1)k(−(Ak−1Bk−2 −Ak−2Bk−1))

= (−1)k(−(−1)k−2) = (−1)k(−1)k−1 = (−1)−1 = −1.

Por lo que X ∈ GL2(Z). Entonces por el Lema 3.3.18, se tiene que

[θk, θk+1] = [1, α0].(20)

Por otro lado

θk(αk−1 − qk−1) =
k−1∏
j=1

(αj−1 − qj−1)(αk−1 − qk−1)

=
k∏
j=1

(αj−1 − qj−1) = θk+1.

Entonces

[θk, θk+1] = [θk, θk(αk−1 − qk−1)] = (θk)[1, αk−1 − qk−1]

= (θk)

[
1,
Pk−1 +

√
d

Qk−1
− qk−1

]

= (θk)

[
1,
Pk−1 +

√
d− qk−1Qk−1

Qk−1

]
.
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De ahı́ que

(Qk−1)[θk, θk+1] = (θk)[Qk−1, Pk−1 +
√
d− qk−1Qk−1],

y por (20)

(Qk−1)[1, α0] = (θk)[Qk−1, Pk−1 +
√
d− qk−1Qk−1] = (θk)[Qk−1, Pk−1 +

√
d],

es decir,

(Qk−1)

[
1,
P0 +

√
d

Q0

]
= (θk)[Qk−1, Pk−1 +

√
d].

De ahı́ que

(Qk−1)[Q0, P0 +
√
d] = (Q0θk)[Qk−1, Pk−1 +

√
d].

Entonces

(Qk−1)

[
Q0

σ
,
P0 +

√
d

σ

]
= (Q0θk)

[
Qk−1

σ
,
Pk−1 +

√
d

σ

]
.

Por lo tanto (Qk−1)I1 = (θkQ0)Ik. Ya que θk ∈ O∆, entonces θkQ0 ∈ O∆.
Ası́ I1 ∼ Ik para toda k ≥ 2.

Ahora demostraremos que existe algún n0 ∈ N, tal que In0+j es reducido para
toda j ≥ 0. Esta prueba la haremos con base en varias afirmaciones.

Afirmación 1. Si k ∈ N ∪ {0}, entonces α′k < 0 si y sólo si Pk <
√
d y

Qk > 0.

Si Qk > 0 y Pk <
√
d, entonces es claro que α′k =

Pk −
√
d

Qk
< 0.

Inversamente, supongamos que α′k =
Pk −

√
d

Qk
< 0. Puesto que bαkc = qk ≥

1, se tiene αk > 1. Entonces αk − α′k > 0, luego

2
√
d

Qk
= αk − α′k > 0.

Puesto que ∆ > 0, tenemos 2
√
d > 0, por tanto Qk > 0. De ahı́ Pk −

√
d < 0.

Afirmación 2. Si α′k < 0, entonces α′k+j < 0 para toda j ∈ N ∪ {0}.
La prueba es por inducción sobre j. Si j = 0, la afirmación es evidente. Su-

pongamos que la afirmación es válida para j y que

α′k+j+1 =
Pk+j+1 −

√
d

Qk+j+1
> 0.

Caso 1. Si Pk+j+1 −
√
d > 0 y Qk+j+1 > 0, entonces Pk+j+1 +

√
d > 2

√
d > 0,

por lo que
0 < (Pk+j+1 +

√
d)(Pk+j+1 −

√
d).

Por otro lado se tiene que por el Lema 2.2.8

(Pk+j+1 +
√
d)(Pk+j+1 −

√
d) = P 2

k+j+1 − d = −Qk+jQk+j+1.
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Por la hipótesis de inducción tenemos α′k+j < 0, ası́ que de la Afirmación 1 obte-
nemos que Qk+j > 0. Entonces de lo anterior se obtiene

0 < −Qk+j+1Qk+j < 0,

lo cual es una contradicción.
Caso 2. Supongamos Pk+j+1 −

√
d < 0 y Qk+j+1 < 0. Por un lado se tiene

que

(Pk+j+1 −
√
d)(Pk+j+1 +

√
d) = P 2

k+j+1 − d = −Qk+jQk+j+1.(21)

Por la hipótesis de inducción se tiene Qk+j > 0, entonces −Qk+jQk+j+1 >

0. Veremos que (Pk+j+1 −
√
d)(Pk+j+1 +

√
d) < 0. Para esto probemos que

(Pk+j+1 +
√
d) > 0. Por el Lema 2.2.8, se tiene que probar que

qk+jQk+j − Pk+j +
√
d > 0.

Puesto que bαkc = qk+j ≥ 1 y Qk+j > 0, se tiene que qk+jQk+j > 0. También,
como α′k+j < 0, por la Afirmación 1,

√
d− Pk+j > 0 y por tanto

Pk+j+1 +
√
d = qk+jQk+j − Pk+j +

√
d > 0.

De ahı́ y por (21)

0 < (Pk+j+1 −
√
d)(Pk+j+1 +

√
d) < 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto α′k+j+1 < 0.

Afirmación 3. Si α′k < 0, entonces Ik+1 es un ideal reducido, para todo k ∈
N ∪ {0}.

Por la Afirmación 1, Qk > 0. Como bαkc = qk ≥ 1, tenemos αk > 1. Ası́ que

Pk +
√
d > Qk > 0. Sea γ =

Pk +
√
d

σ
> 0. Entonces

γ =
Pk +

√
d

σ
>
Qk
σ

= N(Ik+1).

De la Afirmación 1, también se tiene que Pk <
√
d, por lo que γ′ =

Pk −
√
d

σ
< 0.

Sea β =
⌊
−γ′

N(Ik+1)

⌋
N(Ik+1) + γ. Como

⌊
−γ′

N(Ik+1)

⌋
≥ 0, se sigue que

β ≥ γ > N(Ik+1). El Corolario 3.2.13 nos asegura

Ik+1 = [N(Ik+1), γ] = [N(Ik+1), β].

Puesto que −γ′ /∈ Q, se tiene que
⌊
−γ′

N(Ik+1)

⌋
<

−γ′

N(Ik+1)
, por tanto

β′ =
⌊
−γ′

N(Ik+1)

⌋
N(Ik+1) + γ′ <

(
−γ′

N(Ik+1)

)
N(Ik+1) + γ′

= −γ′ + γ′ = 0.

y
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β′ =
⌊
−γ′

N(Ik+1)

⌋
N(Ik+1) + γ′ >

(
−γ′

N(Ik+1)
− 1
)
N(Ik+1) + γ′

=− γ′ −N(Ik+1) + γ′ = −N(Ik+1).

De lo anterior−N(Ik+1) < β′ < 0. Ası́ que por el Teorema 3.3.7, Ik+1 es un ideal
reducido.

Resumiendo las tres afirmaciones anteriores se tiene que si α′k < 0, entonces
α′k+j < 0 para toda j ≥ 0 y por tanto Ik+j+1 es un ideal reducido para toda j ≥ 0.
Ası́ que nos falta mostrar que existe una k ∈ N, tal que α′k < 0. Para esto probemos
las siguientes afirmaciones.

Afirmación 4. Si Ik+1 es reducido, entonces α′k+1 < 0.
Por el Corolario 3.2.13 y el Lema 2.2.8 se tiene que

Ik+1 =

[
Qk
σ
,
Pk +

√
d

σ

]
=

[
Qk
σ
,
Pk − qkQk +

√
d

σ

]

=

[
Qk
σ
,

√
d− Pk+1

σ

]
.

Sea δ =

√
d− Pk+1

σ
. Entonces es claro que δ ∈ Ik+1 y

δ =
(d− P 2

k+1)

σ(
√
d+ Pk+1)

=
Qk+1Qk

σ(
√
d+ Pk+1)

=
Qk

σαk+1
.

Como Ik+1 es primitivo, se tiene que Qk > 0. Además σ > 0 y αk+1 > 1, por lo
que δ > 0. También

δ =
Qk

σ(αk+1)
<
Qk
σ

= N(Ik+1).

Ası́ que 0 < δ < N(Ik+1). Como Ik+1 es reducido, por definición |δ′| > N(Ik+1).
Luego

|δ′| =

∣∣∣∣∣−Pk+1 −
√
d

σ

∣∣∣∣∣ =
| − (Pk+1 +

√
d)|

σ
=
Pk+1 +

√
d

σ
= −δ′.

De ahı́ que

−δ′ > Qk
σ

> 0.

Ası́

δ′ =
Qk

α′k+1σ
< 0

y por lo tanto α′k+1 < 0, pues Qk, σ > 0.

Afirmación 5. Si | α0 − α′0 |>
1

Bk−1Bk−2
, entonces α′k < 0 para k ≥ 2.
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Sean α0 = [q0, q1, . . .] y αk = [qk, qk+1, . . .]. Entonces por el Corolario 2.1.6
y el Teorema 2.1.10, se tiene

α0 =
αkAk−1 +Ak−2

αkBk−1 +Bk−2
=
αkAk−1Bk−1 +Ak−2Bk−1

αkB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

=
αkAk−1Bk−1 +Ak−1Bk−2 +Ak−2Bk−1 −Ak−1Bk−2

αkB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

=
Ak−1(αkBk−1 +Bk−2)
Bk−1(αkBk−1 +Bk−2)

+
Ak−2Bk−1 −Ak−1Bk−2

αkB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

=
Ak−1

Bk−1
− (Ak−1Bk−2 −Ak−2Bk−1)

αkB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

=
Ak−1

Bk−1
− (−1)k−2

αkB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

=
Ak−1

Bk−1
+

(−1)k−1

αkB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

.

Análogamente se tiene que α′0 =
Ak−1

Bk−1
+

(−1)k−1

α′kB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

. Entonces

(−1)k(α0 − α′0) =
1

α′kB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

− 1
αkB

2
k−1 +Bk−2Bk−1

y por tanto

| α0 − α′0 | =| (−1)k(α0 − α′0) |

=

∣∣∣∣∣ 1
α′kB

2
k−1 +Bk−2Bk−1

− 1
αkB

2
k−1 +Bk−2Bk−1

∣∣∣∣∣ .
Supongamos que α′k > 0. Entonces α′kB

2
k−1 +Bk−2Bk−1 > 0. De ahı́ que

| α0 − α′0 |< máx

{
1

α′kB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

,
1

αkB
2
k−1 +Bk−2Bk−1

}
.

Como α′kB
2
k−1 +Bk−2Bk−1 > Bk−2Bk−1 pues α′kB

2
k−1 > 0, tenemos

1
α′kB

2
k−1 +Bk−2Bk−1

<
1

Bk−2Bk−1
.

También αkB2
k−1 +Bk−2Bk−1 > Bk−2Bk−1, por lo que

1
αkB

2
k−1 +Bk−2Bk−1

<
1

Bk−2Bk−1
.

Por tanto

| α0 − α′0 |<
1

Bk−1Bk−2
,

lo cual contradice la hipótesis. Ası́ que α′k < 0.

En la siguiente afirmación log n significa loge n.
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Afirmación 6. Supongamos que

M0 = máx

2,
5
2

+
log
(
|Q0|
2
√
d

)
2 log g


donde g =

1 +
√

5
2

. Entonces α′k < 0 para toda k ≥M0.

Por las Proposiciones 3.3.21 y 3.3.20, se tiene que Bk ≥ Fk+1 ≥ gk−1 para
toda k ≥ 1. De ahı́ que

Bk−1Bk−2 ≥ gk−2gk−3 = g2k−5.

Supongamos que k ≥M0. Si M0 =
5
2

+
log
(
|Q0|
2
√
d

)
2 log g

, entonces

2k − 5 ≥
log
(
|Q0|
2
√
d

)
log g

.

Si M0 = 2, entonces

k ≥ 2 >
5
2

+
log
(
|Q0|
2
√
d

)
2 log g

.

De ambas desigualdades obtenemos

2k − 5 ≥
log
(
|Q0|
2
√
d

)
log g

y ası́

Bk−1Bk−2 ≥ g2k−5 ≥ g

log

(
|Q0|
2
√
d

)
log g = g

logg

(
|Q0|
2
√
d

)
,

por lo que

Bk−1Bk−2 ≥
| Q0 |
2
√
d
.

Pero
1

| α0 − α′0 |
=

1∣∣∣P0+
√
d

Q0
− P0−

√
d

Q0

∣∣∣ =
|Q0|
2
√
d
∈ R\Q,

ası́ que

Bk−1Bk−2 >
|Q0|
2
√
d

=
1

|α0 − α′0|
.

Entonces por la Afirmación 5, se tiene que α′k < 0.

Sea A = {n ∈ N|α′n < 0}. Es claro que A 6= ∅ ya que n = bM0c ∈ A. Por el
principio del buen orden, sea n0 ∈ A el mı́nimo. Hasta aquı́ hemos establecido la
existencia de una sucesión de ideales reducidos Ik equivalentes a I1 en O∆, para
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toda k ≥ n0. Ahora veamos que dichos ideales son los únicos ideales reducidos
equivalentes a I1. Esto lo haremos con dos últimas afirmaciones.

Afirmación 7. Sean I , J ideales primitivos equivalentes en O∆. Entonces
existe δ ∈ I , tal que (δ)J = (N(J))I , con 0 < δ < N(I).

Como I ∼ J , existen α, β distintos de cero en O∆, tal que
(α)I = (β)J . De ahı́ para ciertos enteros b1, b2, se tiene

(α)

[
N(I),

b1 +
√

∆
2

]
= (β)

[
N(J),

b2 +
√

∆
2

]
.

Entonces, para algún λ ∈ I , λ > 0

|β|N(J) = |α|λ.(22)

Sea µ que pertenece al grupo de unidades de O∆, tal que 0 < µ < 1. Entonces
existe j ∈ Z tal que µjλ < N(I).

Sean δ = µjλ y L = (δ)J = (µj)(λ)J = (λ)J . De ahı́ y por (22), se tiene
que

(N(J)β)J = (αλ)J = (α)(λ)J = (α)L.
Luego

(α)(N(J))I = (N(J))(α)I = (N(J))(β)J = (N(J)β)J = (α)L.

De ahı́ que
(α)(N(J))I = (α)L

y por tanto
L = (N(J))I.

Entonces
(δ)J = L = (N(J))I.

Sea J un ideal reducido en O∆, tal que J ∼ I1. Como In0 ∼ I1, tenemos
J ∼ In0 . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que In0 = I1, es decir, que
I1 es un ideal reducido en O∆.

Afirmación 8. Sean I = I1 y J ideales reducidos quivalentes enO∆. Entonces

existe k ∈ N tal que δ = θkN(I) =
θkQ0

σ
, donde θ1 = 1.

Por las Proposiciones 3.3.21 y 3.3.20, se tiene que

Bk ≥ gk−1 para k ≥ 1.(23)

Sea f(k) = θ−1
k+1 como en el Lema 3.3.17. Ahora por el Lema 3.3.15 y (23), se

tiene que
f(k) = θ−1

k+1 = αkBk−1 +Bk−2 > Bk−2 ≥ gk−3,

Pues Bk−1αk > 0. Por otro lado g > 1, por lo que gk−3 es monótona creciente
para k ≥ 3 y ası́ ĺımk→∞ gk−3 →∞. Entonces de ahı́ y del Lema 3.3.17 tenemos
que f es una función monótona creciente y no acotada.
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De la Afirmación 7, se sigue que existe δ ∈ I , tal que 0 < δ < N(I) y

(δ)J = (N(J))I . De ahı́ que 1 <
N(I)
δ

. Luego por ser f monótona creciente y
θ1 = 1, existe k ∈ N tal que

θ−1
k ≤

N(I)
δ

< θ−1
k+1.(24)

Entonces

θk+1 <
δ

N(I)
≤ θk.(25)

Vamos a mostrar que para esta k, se cumple que δ = θkN(I). Supongamos
que δ 6= N(I)θk. Por (20), se tiene que

δ ∈ I =

[
Q0

σ
,
P0 +

√
d

σ

]
=
Q0

σ

[
1,
P0 +

√
d

Q0

]
=
Q0

σ
[1, α0]

=
Q0

σ
[θk+1, θk] =

[
Q0θk+1

σ
,
Q0θk
σ

]
.

De donde δ = yN(I)θk+1 + xN(I)θk para ciertos x, y ∈ Z no ambos cero pues
δ > 0. Entonces

δ

N(I)
= yθk+1 + xθk.(26)

para ciertos x, y ∈ Z no ambos cero. Ahora supongamos que

|δ′| ≥ |θ′k+1|N(I).(27)

Sea λ = N(I)θk+1 ∈ I . Como (N(J))I = (δ)J , entonces N(J)λ = δρ para

algún 0 6= ρ ∈ J . De ahı́ que |ρ| = N(J)
∣∣∣∣λδ
∣∣∣∣. Pero∣∣∣∣λδ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣N(I)θk+1

δ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣N(I)

δ

∣∣∣∣ |θk+1| < |θ−1
k+1||θk+1| = 1

Ası́ que |ρ| < N(J).
Luego por (27) tenemos que

|ρ′| = N(J)
∣∣∣∣λ′δ′
∣∣∣∣ = N(J)

∣∣∣∣N(I)θ′k+1

δ′

∣∣∣∣ ≤ N(J)
N(I)|θ′k+1|
|θ′k+1|N(I)

= N(J).

Pero |ρ′| 6= N(J), pues de lo contrario ρ′ ∈ Z y de ahı́ se tendrı́a que N(J) =
|ρ′| = |ρ| < N(J). Por lo tanto |ρ′| < N(J), lo cual contradice que J es reducido.
Entonces necesariamente

|δ′| < |θ′k+1|N(I).

De (25) se tiene que
δ

N(I)
< θk pues

δ

N(I)
6= θk ya que estamos suponiendo

δ 6= N(I)θk. De ahı́ y de (26), obtenemos que

|xθk + yθk+1| =
∣∣∣∣ δ

N(I)

∣∣∣∣ < |θk| = θk,(28)
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θk es positivo, pues θ−1
k > 0 como se observa en el Lema 3.3.15.

De (26), también se tiene que
δ′

N(I)
= xθ′k + yθ′k+1 y ası́

|xθ′k + yθ′k+1| =
|δ′|
N(I)

<
|θ′k+1|N(I)
N(I)

= |θ′k+1|.(29)

Para k ≥ 2 se tiene θk =
∏k−1
j=1(αj−1 − qj−1). Entonces

θk(αk−1 − qk−1) =
k∏
j=1

(αj−1 − qj−1) = θk+1.

De esto

θ′k+1 = θ′k(α
′
k−1 − qk−1).(30)

Como I = I1 es reducido, por la Afirmación 4, tenemos que α′1 < 0. Luego por
la Afirmación 2, se obtiene α′1+j < 0 para toda j ≥ 0. Ası́ que α′k−1 < 0 y por
tanto α′k−1 − qk−1 < 0. De ahı́ y de (30) observamos que θ′k+1 y θ′k tienen signos
diferentes, lo cual a continuación mostraremos que contradice (28) y (29).

Primero notemos que por (28), y 6= 0. Ya que si y = 0, tendrı́amos que

|x|θk = |xθk| < θk.

De lo cual |x| < 1 y por lo tanto x = 0, es decir, δ = 0, lo cual contradice que
δ > 0. Análogamente de (29), se tiene que x 6= 0.

Ahora probemos lo siguiente:

Si |xθk + yθk+1| < θk, entonces x y y tienen signos diferentes.(31)

Por la observación anterior x y y son distintos de cero. Supongamos que x > 0
y y > 0. Puesto que θk y θk+1 son positivos, entonces por (28)

|xθk + yθk+1| = xθk + yθk+1 < θk.(32)

También xθk ≥ θk, entonces xθk + yθk+1 > θk. De ahı́ y de (32), se obtiene

θk < xθk + yθk+1 < θk,

es decir θk < θk, lo cual es una contradicción.
Ahora supongamos x < 0 y y < 0. Se tiene que

|xθk + yθk+1| = |(−1)(−xθk − yθk+1)| = | − xθk − yθk+1| < θk.

Como −x > 0 y −y > 0, por el caso anterior se obtiene una contradicción.
Por lo tanto si |xθk + yθk+1| < θk, entonces x y y tienen signos distintos.

Ahora por (31) y por el hecho de que θ′k y θ′k+1 tienen signos diferentes, se
puede ver que xθ′k y yθ′k+1 tienen signos iguales. Pero si xθ′k > 0 y yθ′k+1 > 0,
entonces se tiene

|xθ′k + yθ′k+1| = xθ′k + yθ′k+1 > yθ′k+1 = |yθ′k+1| = |y||θ′k+1| ≥ |θ′k+1|,

contradiciendo a (29).
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Ahora si xθ′k < 0 y yθ′k+1 < 0, entonces

|xθ′k + yθ′k+1| = |(−1)(−xθ′k − yθ′k+1)| = | − xθ′k − yθ′k+1| = −xθ′k − yθ′k+1

> −yθ′k+1 = |yθ′k+1| = |y||θ′k+1| ≥ |θ′k+1|,

lo cual contradice a (29).
Por lo que se concluye que

δ = N(I)θk.

Finalmente, vamos a usar las afirmaciones anteriores para concluir nuestro teo-
rema.

Previo a la justificación de la Afirmación 1 mostramos que (Q0θk)Ik = (Qk−1)I1

para k ≥ 2. Entonces
1
σ

(Q0θk)Ik =
1
σ

(Qk−1)I1,

es decir,

(N(I)θk)Ik = (N(Ik))I1.(33)

Entonces

N((N(I)θk)Ik) = N((N(Ik))I1).(34)

Por el Teorema 3.2.10 tenemos que

N((N(I)θk)Ik) = |N(N(I)θk)|N(Ik) = |N(I)2N(θk)|N(Ik)

= N(I)2|N(θk)|N(Ik).(35)

y

N((N(Ik))I1) = N(Ik)2N(I1).(36)

Sustituyendo (35) y (36) en (34), tenemos que

N(I)2|N(θk)|N(Ik) = N(Ik)2N(I1).(37)

Como δ = N(I)θk, tenemos N(δ) = N(N(I)θk) = N(I)2N(θk). Luego por
(37), se obtiene que

|N(δ)|N(Ik) = N(I)2|N(θk)|N(Ik) = N(Ik)2N(I1).

De ahı́

|N(δ)| = N(Ik)N(I).(38)

Por la parte final de la Afirmación 7, tenemos (δ)J = (N(J))I , ası́ que
N((δ)J) = N((N(J))I) y de lo cual

|N(δ)|N(J) = N(J)2N(I).

Por lo que
|N(δ)| = N(J)N(I).
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Entonces de ahı́ y de (38), obtenemos que

N(J) =
|N(δ)|
N(I)

=
N(Ik)N(I)
N(I)

= N(Ik).

Luego de la igualdad anterior y de (33) se tiene

(δ)Ik = (N(I)θk)Ik = (N(Ik))I = (N(J))I = (δ)J,

entonces
(δ)Ik = (δ)J.

Por lo tanto Ik = J .
La Afirmación 8 nos dice que un ideal reducido equivalente a I1, debe ser un

Ik para alguna k ≥ 1. �

La siguiente proposición es consecuencia del Teorema 3.3.23 y relaciona la
longitud del perı́odo de la fracción continua simple de uno de los generadores de
un O∆-ideal primitivo con el número de ideales reducidos que son equivalentes a
dicho ideal.

Proposición 3.3.24. Sean ∆ > 0 un discriminante, I = I1 =

[
Q0

σ
,
P0 +

√
d

σ

]
un ideal primitivo en O∆ y α0 =

P0 +
√
d

Q0
el irracional cuadrático que le co-

rresponde vı́a (15). Entonces el número de ideales reducidos equivalentes a I es
menor o igual a la longitud del perı́odo de la fracción continua de α0 (l(α0)).

DEMOSTRACIÓN. Como α0 es un irracional cuadrático entonces por el Teore-
ma 2.2.7 su representación en fracción continua es periódica. Es decir, existen un
entero m ≥ 0 y l ∈ N tal que qn = qn+l para toda n ≥ m. Esto es,

α = α0 = [q0, . . . , qm−1, qm, qm+1, . . . , ql+m−1],

donde l = l(α0) es la longitud del perı́odo de α0.
Como en el Lema 2.2.8 se tiene que

αk = [qk, qk+1, . . .]

para k ≥ 0.
Sea

Ik =

[
Qk−1

σ
,
Pk−1 +

√
d

σ

]
,

como en el Teorema 3.3.23.
Ahora por la correspondencia de irracionales cuadráticos a O∆-ideales primi-

tivos dada en (15), tenemos que

αk−1 −→ [αk−1] = Ik.
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Entonces
α = α0 = [q0, . . . , qm−1, qm, qm+1, . . . , ql+m−1] −→ I = I1

α1 = [q1, . . . , qm−1, qm, qm+1, . . . , ql+m−1] −→ I2
...

...
...

...
αm = [qm, qm+1, . . . , ql+m−1] −→ Im+1

αm+1 = [qm+1, . . . , ql+m−1, qm, qm+1, . . . , ql+m−1] −→ Im+2
...

...
...

...

De lo anterior notemos que l(α0) = l(αk) para toda k ≥ 1 y que

αm+1 = [qm+1, . . . , ql+m−1, qm].

Luego por el hecho de que la fracción continua de α0 es periódica, se tiene que

αl+m = [ql+m, ql+m+1, . . . , q2l+m−1] = [qm, qm+1, . . . , ql+m−1] = αm.

De ahı́ que
Il+m+1 = Im+1.

Entonces para toda k ≥ m, la representación en fracción continua de αk es pura-
mente periódica con αk = αk+l, donde l = l(α0) = l(αk). Por lo que

Ik+1 = Ik+l+1 para toda k ≥ m.
Ası́ que a partir de Im+1 comienza un ciclo periódico de ideales de longitud

l = l(α0). Entonces por el Teorema 3.3.23 aplicado a Im+1, se tiene que

Im+1 ∼ Im+2 ∼ . . . ∼ Il+m+1 = Im+1.

Puesto que αk es puramente periódica para toda k ≥ m, entonces por el Teorema
2.2.13 tenemos que αk es un irracional cuadrático reducido para toda k ≥ m.
Luego por el Corolario 3.3.9 obtenemos que Ik+1 es reducido para toda k ≥ m.
Ası́ que por el Teorema 3.3.23 el ciclo de ideales

Im+1, Im+2, . . . , Il+m

está formado por ideales reducidos y esos son todos los ideales reducidos equiva-
lentes a Im+1.

Si los ideales Im+1, . . . , Il+m son todos distintos, entonces tenemos que:
Número de ideales reducidos equivalentes a Im+1 = l(αm).

Si al menos dos ideales de Im+1, . . . , Il+m son iguales, entonces:
Número de ideales reducidos equivalentes a Im+1 < l(αm).

Por lo tanto:
Número de ideales reducidos equivalentes a Im+1 ≤ l(αm) .

Pero también por el Teorema 3.3.23 para toda k ≥ 1 se tiene que I ∼ Ik. De
ahı́ que el número de ideales reducidos equivalentes I es igual al número de ideales
reducidos equivalentes a Im+1. Por tanto

Número de ideales reducidos equivalentes a I ≤ l = l(α0) = l(αm).
�
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Ejemplo 3.3.25. Si ∆ = 233, entonces AF = O∆ =

[
1,

1 +
√

233
2

]
. Sea

I = I1 =

[
14, 8 +

1 +
√

233
2

]
=

[
14,

17 +
√

233
2

]
un O∆-ideal primitivo. Entonces

α0 =
17 +

√
233

28
.

Por el Teorema 3.3.23 tenemos que

I1 =

[
14,

17 +
√

233
2

]
∼ I2 =

[
2,

11 +
√

233
2

]
∼ I3 =

[
8,

13 +
√

233
2

]

∼ I4 =

[
7,

3 +
√

233
2

]
∼ I5 =

[
4,

11 +
√

233
2

]
∼ I6 =

[
4,

13 +
√

233
2

]

∼ I7 =

[
7,

11 +
√

233
2

]
∼ I8 =

[
8,

3 +
√

233
2

]
∼ I9 =

[
2,

13 +
√

233
2

]

∼ I10 =

[
1,

15 +
√

233
2

]
∼ I11 =

[
2,

15 +
√

233
2

]
= I2.

Veamos que I1 no es un ideal reducido. Por el Corolario 3.2.13, tenemos que

I1 =

[
14,

2n14 + 17 +
√

233
2

]
,

para toda n ∈ Z. Si n > 0, siempre se cumple que

2n14 + 17−
√

233
2

> 0.

Si n < 0, siempre se cumple que

2n14 + 17 +
√

233
2

< N(I1) = 14.

Entonces por la contrapositiva del Teorema 3.3.7, I1 no es un ideal reducido.
Es fácil ver que Ir con r = 2, 3, . . . , 10 son ideales reducidos. Por otro lado

la fracción continua simple de α0 es:

α0 = [1, 6, 1, 1, 3, 3, 1, 1, 7, 15, 7],

de donde observamos que l(α0) = 9.
Ası́ que en efecto, como dice la Proposición 3.3.24, el número de ideales redu-

cidos equivalentes a I1 coincide con la longitud del perı́odo de α0.

El siguiente resultado es una aplicación de todo lo antes visto que nos da un
criterio de divisibilidad para el número de clases de un campo cuadrático.
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Teorema 3.3.26. Sea ∆ = ∆0 > 0 un discriminante fundamental con radicando
d = d0 = σ2am + b2, tal que a > 1 y m > 1. Entonces existe un divisor n de

m tal que n|h∆ y n >
loga(d/σ2)
l + 1

, donde l = l(w∆) es el perı́odo de la fracción

continua de w∆ y h∆ es el número de clases de Q(
√
d0).

DEMOSTRACIÓN. Primero supongamos que mcd(a, b) = s > 1. Entonces s|a y
s|b. De ahı́ que s2|am y s2|b2. También s2|σ2am. Ası́ que s2|σ2am + b2 = d, lo
cual contradice que d es libre de cuadrados. Por lo tanto mcd(a, b) = 1.

Sea I =

[
a,
b+
√
d

σ

]
un ideal en O∆. Probemos que Im =

[
am,

b+
√
d

σ

]
.

Si m = 2, sea α ∈ I2, entonces

α =
n∑
i=1

aibi con ai ∈ I y bi ∈ I

=
n∑
i=1

(
αia+

βi(b+
√
d)

σ

)(
γia+

δi(b+
√
d)

σ

)
con αi, βi, γi, δi ∈ Z

=
n∑
i=1

αiγia2 +

(
b+
√
d

σ

)
(αiδia+ βiγia) + βiδi

(
b+
√
d

σ

)2


=
n∑
i=1

(
αiγia

2 +

(
b+
√
d

σ

)
(αiδia+ βiγia)

)

+
n∑
i=1

βiδi

(
b2 + 2b

√
d+ σ2a2 + b2

σ2

)

=
n∑
i=1

(
αiγia

2 +

(
b+
√
d

σ

)
(αiδia+ βiγia)

)

+
n∑
i=1

βiδi

(
2b
σ

(
b+
√
d

σ

)
+ a2

)

=
n∑
i=1

(
a2(αiγi + βiδi) +

(
b+
√
d

σ

)(
αiδia+ βiγia+

βiδi2b
σ

))
.

De ahı́ se obtiene que I2 ⊆ a2Z+

(
b+
√
d

σ

)
Z.

Por otro lado es claro que a2 ∈ I2. Vamos a probar que
b+
√
d

σ
∈ I2. Se tiene

que

2b
σ

(
b+
√
d

σ

)
+ a2 =

(
b+
√
d

σ

)(
b+
√
d

σ

)
∈ I2,
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de lo cual
2b
σ

(
b+
√
d

σ

)
∈ I2. También a

(
b+
√
d

σ

)
∈ I2. Por lo tanto cual-

quier combinación entera de
2b
σ

(
b+
√
d

σ

)
y a

(
b+
√
d

σ

)
pertenece a I2. Como

mcd(a, b) = 1, tenemos que ax+by = 1 para ciertos x, y ∈ Z. Si σ = 2, entonces

b+
√
d

2
= a

(
b+
√
d

2

)
x+ b

(
b+
√

2
2

)
y ∈ I2.

Si σ = 1 y a es impar, entonces mcd(a, 2b) = 1 puesto que mcd(a, b) = 1. De
ahı́ y análogamente al argumento anterior, se obtiene que b +

√
d ∈ I2. Ahora si

σ = 1 y a es par, entonces b es impar ya que mcd(a, b) = 1. Ası́ que b2 ≡ 1
(mód 4) y a2 ≡ 0 (mód 4), de donde d = a2 + b2 ≡ 1 (mód 4). Lo cual es
imposible puesto que σ = 1 implica que d ≡ 2, 3 (mód 4). Por lo tanto este último

caso no puede suceder. Luego
b+
√
d

σ
∈ I2 y entonces I2 =

[
a2,

b+
√
d

σ

]
.

Por inducción tenemos que Im =

[
am,

b+
√
d

σ

]
. Si I ′ =

[
a,
b−
√
d

σ

]
análo-

gamente a lo anterior se prueba que I ′m =

[
am,

b−
√
d

σ

]
. Ahora probemos que

Im ∼ 1.

Im =

[
am,

b+
√
d

σ

]
=

[
d− b2

σ2
,
b+
√
d

σ

]
=

(
b+
√
d

σ

)[√
d− b
σ

, 1

]

=

(
b+
√
d

σ

)[
1,

√
d− b
σ

]
.

Si σ = 1, por el Corolario 3.2.13, se tiene que

Im =
(
b+
√
d
)

[1,
√
d− b] =

(
b+
√
d
)

[1, b+
√
d− b] =

(
b+
√
d
)

[1, w∆].

Si σ = 2. Se tiene que b es impar pues de lo contrario d = 4am + b2 tendrı́a un

cuadrado. Ası́ que
b+ 1

2
∈ Z. Entonces por el Corolario 3.2.13 tenemos que

Im =

(
b+
√
d

2

)[
1,

√
d− b
2

]
=

(
b+
√
d

2

)[
1,
b+ 1

2
+

√
d− b
2

]

=

(
b+
√
d

2

)
[1, w∆].

En ambos casos Im ∼ 1 y análogamente I ′m ∼ 1. Si n es el orden de la clase de
I en el grupo de clases de ideales de O∆, entonces n|h∆. Como Im ∼ 1, entonces
n|m.
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Ahora probemos que n >
loga(d/σ2)
l + 1

. Sea r =
⌊

loga(d/σ2)
2n

⌋
. Primero va-

mos a ver que {Ijn, I ′jn}rj=0 son 2r + 1 ideales principales distintos. Puesto que
In = (γ), para cierta γ ∈ O∆, tenemos I ′n = (γ′). De hecho se puede ver fácil-
mente que n también es el orden de I ′.

Probemos entonces que los Ijn son distintos para j = 0, 1, . . . , r. Como In =
(γ), se tiene Ir1n = (γr1) e Ir2n = (γr2) para r1, r2 ∈ N0, tal que 0 ≤ r1, r2 ≤ r.
Supongamos sin pérdida de generalidad que r1 < r2 y que

(γr1) = (γr2).

Entonces γr1 = γr2β para cierta β ∈ O∆. De ahı́ tenemos que 1 = γr2−r1β
(r2 − r1 > 0). Ası́ que γ es unidad y por tanto In = O∆. Como In ⊆ I , tenemos

I = O∆. De ahı́ se tiene que 1 = as +

(
b+
√
d

σ

)
t, para ciertos s, t ∈ Z.

Obtenemos de ahı́ que t = 0 y ası́ 1 = as. Pero 1 = as es una contradicción pues
a > 1. Entonces r2 ≤ r1. Análogamente al argumento anterior obtenemos una
contradicción cuando r2 < r1. Por lo tanto r2 = r1.

La prueba de que los I ′jn son distintos para j = 0, . . . , r es análoga a la ante-
rior. Veamos ahora que los Ijn son distintos a los I ′jn. Sean Ir1n = (γr1), I ′r2n =
(γ′r2), para r1, r2 ∈ N0, tal que 0 ≤ r1, r2 ≤ r. Supongamos que (γr1) = (γ′r2).
Entonces γr1 = γ′r2α para cierta α ∈ O∆ y α unidad. Luego

N(γr1) = N(γ′r2α) = N(γ′r2)N(α) = ±(N(γ′))r2 .

De ahı́ que
(N(γ))r1 = ±(N(γ′))r2 = ±(N(γ))r2 .

Por lo que r1 = r2 y ası́ (γr1) = (γ′r1), es decir, (γ)r1 = (γ′)r1 . Entonces (γ) =
(γ′), es decir, In = I ′n, por lo que I = I ′. Ası́ que[

a,
b+
√
d

σ

]
=

[
a,
b−
√
d

σ

]
,

de lo cual
b+
√
d

σ
= as + t

(
b−
√
d

σ

)
para ciertos s, t ∈ Z. De ahı́ que b =

asσ + tb y t = −1. Ası́ que b = asσ − b y entonces asσ = 2b. De donde a|2b y
como mcd(a, b) = 1, entonces a|2. Como a > 1, se tiene que a = 2, por lo que

I =

[
2,
b+
√
d

σ

]
.

Pero I de esa forma es imposible, puesto que si σ = 2, tenemos que 4s = 2b,
por lo que b es par, lo cual no puede ser pues mcd(a, b) = 1. Si σ = 1, tenemos
que d = 2m + b2. Si b es impar tenemos que b2 ≡ 1 (mód 4) y como 2m ≡ 0
(mód 4), entonces d ≡ 1 (mód 4), lo cual no es posible pues σ = 1 implica que
d ≡ 2, 3 (mód 4). Ahora si b es par se tiene que b2 ≡ 0 (mód 4), por lo que
d ≡ 0 (mód 4), lo cual tampoco puede ser. Por lo tanto Ir1n 6= I ′r2n.
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Ahora N(Irn) = N(Ijn)N(Irn−jn) ≥ N(Ijn) para 0 ≤ j ≤ r. Como a ∈ I ,
entonces arn ∈ Irn por lo que N(Irn) ≤ arn. De lo anterior

N(Ijn) ≤ N(Irn) ≤ arn.(39)

Luego

arn = a

⌊
loga(d/σ2)

2n

⌋
n

≤ a

(
loga(d/σ2)

2n

)
n

= a
loga(d/σ2)

2

=
(
aloga(d/σ2)

) 1
2 =

(
d

σ2

) 1
2

=

√
d

σ
.

De ahı́ que arn ≤
√
d

σ
. Nótese que la desigualdad es estricta ya que arn es un

entero. De lo anterior y de (39)

N(Ijn) ≤ arn <
√
d

σ
=
√

∆
2
.

Por el Corolario 3.3.12, tenemos que Ijn es reducido para 0 ≤ j ≤ r. Análoga-

mente se puede mostrar que N(I ′jn) <
√

∆
2

para 0 ≤ j ≤ r, por lo que I ′jn

también es reducido para 0 ≤ j ≤ r. Ası́ que por la Proposición 3.3.24 se tiene
que l = l(w∆) ≥ 2r + 1. Por otro lado se tiene que

2r + 1 = 2
⌊

loga(d/σ2)
2n

⌋
+ 1 > 2

(
loga(d/σ2)

2n
− 1
)

+ 1 =
loga(d/σ2)

n
− 1.

Entonces

l ≥ 2r + 1 >
loga(d/σ2)

n
− 1.

De donde

n >
loga(d/σ2)
l + 1

.

�

Ejemplo 3.3.27. Sea d = 65 ≡ 1 (mód 4). EntoncesAF = O∆ =

[
1,

1 +
√

65
2

]
.

Observemos que σ = 2 y que 65 = 22 · 22 + 72. Siguiendo el Teorema 3.3.26,
tenemos que a = 2, b = 7 y m = 2. Entonces los divisores de m son 1 o

2. Por otro lado w∆ =
1 +
√

65
2

= [4, 1, 1, 7], por lo que l = l(w∆) = 3 y

ası́
loga(d/σ2)
l + 1

= 1.0056. Por el Teorema 3.3.26 se sigue que n = 2 y que 2|h∆,

es decir, h∆ es par. Entonces h∆ > 1 y por tanto AF = O∆ =

[
1,

1 +
√

65
2

]
no

es de factorización única.
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Corolario 3.3.28. Si d = σ2ap+b2 es un radicando fundamental donde p es primo
y l < p, entonces p|h∆.

DEMOSTRACIÓN. Puesto que l < p, se tiene l ≤ p− 1. Pero

p− 1 = loga(a
p)− 1 = loga

(
d− b2

σ2

)
− 1 ≤ loga

(
d

σ2

)
− 1.

Notemos que la desigualdad p− 1 ≤ loga(
d

σ2
)− 1 es estricta pues si

loga

(
d

σ2

)
= p, entonces

d

σ2
= ap. De ahı́ que d = apσ2, lo cual no puede ser

pues d es libre de cuadrados. Por lo tanto

l ≤ p− 1 < loga

(
d

σ2

)
− 1,

de donde

l + 1 < loga

(
d

σ2

)
.

Por lo que

1 <
loga

(
d
σ2

)
l + 1

.(40)

Por el Teorema 3.3.26 existe un divisor n de p, tal que n|h∆ y n >
loga

(
d
σ2

)
l + 1

.

Puesto que p es primo tenemos que n = 1 o n = p. Si n = 1, por (40) se tiene

1 >
loga

(
d
σ2

)
l + 1

> 1,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto n = p y n|h∆. �

Finalmente daremos un ejemplo del Corolario 3.3.28, en el cual daremos una
familia de anillos de enteros que no son de factorización única. Previamente pro-
baremos el siguiente lema.

Lema 3.3.29. Sea n ∈ N libre de cuadrados. Entonces l(
√
n) = 1 si y sólo si

n = a2 + 1 para algún a ∈ N.

DEMOSTRACIÓN. Si l(
√
n) = 1, por el Corolario 2.2.15, podemos observar

√
n = [a, 2a],

para algún a ∈ N. Entonces
√
n− a =

1

2a+
1

2a+ (
√
n− a)

=
1

4a2 + 2a
√
n− 2a2 + 1

a+
√
n

=
a+
√
n

2a2 + 2a
√
n+ 1

.
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De ahı́ que

a+
√
n = (2a2 + 2a

√
n+ 1)(

√
n− a)

= 2a2√n+ 2an+
√
n− 2a3 − 2a2√n− a.

De lo cual obtenemos 2an− 2a3 − 2a = 0 y por tanto n = a2 + 1.
Supongamos que n = a2 + 1 y hallemos la fracción continua de

√
n. Sea

q0 = b
√
a2 + 1c. Puesto que a2 + 1 > a2, se tiene que

√
a2 + 1 > a y por

tanto b
√
a2 + 1c ≥ bac = a. También se tiene que a2 + 1 < (a2 + 1)2, por lo que√

a2 + 1 < a+1 y por tanto b
√
a2 + 1c < a+1. Entonces a ≤ b

√
a2 + 1c < a+1

y ya que a ∈ N se tiene que b
√
a2 + 1c = a. Por lo tanto q0 = a y por el Teorema

2.1.17, tenemos √
a2 + 1 = [a, q1, . . .].

Luego √
a2 + 1 = a+

1
r1
,(41)

para algún r1 ∈ R, tal que r1 > 1. Por el Teorema 2.1.17 sea q1 = br1c. Por (41)
r1(
√
a2 + 1− a) = 1, entonces

r1 =
1√

a2 + 1− a
·
√
a2 + 1 + a√
a2 + 1 + a

=
√
a2 + 1 + a.

Ası́
q1 = br1c = b

√
a2 + 1 + ac = a+ b

√
a2 + 1c = 2a.

Luego r1 = 2a +
1
r2

, para algún r2 ∈ R, tal que r2 > 1. Sea q2 = br2c y ya que

r2(r1 − 2a) = 1, se tiene

r2 =
1

r1 − 2a
=

1√
a2 + 1 + a− 2a

=
1√

a2 + 1− a
.

De ahı́ es claro que r2 = r1 y ası́ q2 = br1c = 2a. Entonces siguiendo un procedi-
miento análogo a lo anterior y por el Teorema 2.1.17, tenemos√

a2 + 1 = [a, 2a].

Es decir, la representación en fracción continua de
√
a2 + 1 es periódica de longi-

tud l = 1. �

Ejemplo 3.3.30. Sea d = a2 + 1 libre de cuadrados y a > 1. Siguiendo el Coro-
lario 3.3.28, vemos que σ = 1, p = 2 y b = 1. Puesto que σ = 1, se tiene que
d ≡ 2 o 3 (mód 4). Si a fuera par, se tendrı́a que d ≡ 1 (mód 4) y ese no es
el caso de d. Ası́ que a tiene que ser impar y por tanto d ≡ 2 (mód 4). Por el
Lema 3.3.29, tenemos que l(

√
d) es 1. Entonces por el Corolario 3.3.28, se tiene

que 2|h∆. Luego, h∆ > 1 y por tanto

AF = O∆ = [1,
√
a2 + 1]

no es de factorización única.
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Sean d = a2 + 1 con a impar (a > 1) y d libre de cuadrados, h∆ el número de
clases de Q(

√
d). Entonces usando el programa Mathematica c© V. 5.2 se obtiene

la siguiente tabla, la cual confirma el Ejemplo 3.3.30.

Algunos campos cuadráticos con número de clases par

] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

1 3 10 2 33 75 5626 28
2 5 26 2 34 77 5930 12
3 9 82 4 35 79 6242 8
4 11 122 2 36 81 6562 16
5 13 170 4 37 83 6890 16
6 15 226 8 38 85 7226 18
7 17 290 4 39 87 7570 20
8 19 362 2 40 89 7922 8
9 21 442 8 41 91 8282 12

10 23 530 4 42 95 9026 16
11 25 626 4 43 97 9410 20
12 27 730 12 44 101 10202 14
13 29 842 6 45 103 10610 12
14 31 962 4 46 105 11026 44
15 33 1090 12 47 109 11882 12
16 35 1226 10 48 111 12322 20
17 37 1370 4 49 113 12770 12
18 39 1522 12 50 115 13226 16
19 45 2026 14 51 119 14162 16
20 47 2210 8 52 121 14642 12
21 49 2402 8 53 123 15130 32
22 51 2602 10 54 125 15626 24
23 53 2810 8 55 127 16130 20
24 55 3026 16 56 129 16642 28
25 59 3482 6 57 131 17162 14
26 61 3722 10 58 133 17690 24
27 63 3970 20 59 135 18226 36
28 65 4226 8 60 137 18770 20
29 67 4490 8 61 139 19322 18
30 69 4762 22 62 141 19882 34
31 71 5042 12 63 145 21026 24
32 73 5330 8 64 147 21610 48
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] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

65 149 22202 12 101 227 51530 20
66 151 22802 12 102 229 52442 20
67 153 23410 52 103 231 53362 68
68 155 24026 20 104 233 54290 24
69 159 25282 32 105 235 55226 24
70 161 25922 20 106 237 56170 88
71 163 26570 20 107 241 58082 16
72 165 27226 58 108 245 60026 42
73 167 27890 20 109 247 61010 36
74 169 28562 20 110 249 62002 36
75 171 29242 38 111 253 64010 32
76 173 29930 16 112 255 65026 72
77 175 30626 32 113 259 67082 24
78 177 31330 40 114 261 68122 34
79 179 32042 16 115 263 69170 28
80 181 32762 18 116 265 70226 40
81 183 33490 48 117 267 71290 64
82 185 34226 36 118 269 72362 28
83 187 34970 24 119 271 73442 24
84 189 35722 44 120 273 74530 88
85 191 36482 16 121 275 75626 34
86 195 38026 74 122 277 76730 36
87 197 38810 24 123 279 77842 52
88 199 39602 20 124 281 78962 44
89 201 40402 28 125 283 80090 32
90 203 41210 32 126 285 81226 64
91 205 42026 30 127 287 82370 28
92 209 43682 24 128 289 83522 32
93 211 44522 36 129 291 84682 44
94 213 45370 32 130 295 87026 52
95 215 46226 28 131 297 88210 44
96 217 47090 32 132 299 89402 38
97 219 47962 38 133 301 90602 32
98 221 48842 18 134 303 91810 60
99 223 49730 28 135 305 93026 32
100 225 50626 96 136 309 95482 70
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] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

137 311 96722 24 173 389 151322 24
138 313 97970 40 174 391 152882 44
139 315 99226 94 175 395 156026 48
140 317 100490 32 176 397 157610 32
141 319 101762 32 177 399 159202 80
142 321 103042 96 178 401 160802 40
143 323 104330 36 179 403 162410 40
144 325 105626 46 180 405 164026 130
145 329 108242 36 181 409 167282 36
146 331 109562 24 182 411 168922 56
147 333 110890 64 183 413 170570 80
148 335 112226 72 184 415 172226 48
149 337 113570 32 185 417 173890 68
150 339 114922 56 186 419 175562 48
151 341 116282 32 187 421 177242 40
152 345 119026 68 188 423 178930 80
153 347 120410 40 189 425 180626 52
154 349 121802 30 190 427 182330 68
155 351 123202 60 191 429 184042 76
156 353 124610 24 192 431 185762 28
157 355 126026 40 193 433 187490 60
158 359 128882 28 194 435 189226 154
159 361 130322 32 195 439 192722 28
160 363 131770 100 196 441 194482 84
161 365 133226 64 197 445 198026 54
162 367 134690 36 198 447 199810 128
163 369 136162 76 199 449 201602 56
164 371 137642 30 200 451 203402 38
165 373 139130 36 201 453 205210 88
166 375 140626 108 202 455 207026 72
167 377 142130 48 203 459 210682 78
168 379 143642 42 204 461 212522 38
169 381 145162 64 205 463 214370 48
170 383 146690 36 206 465 216226 112
171 385 148226 68 207 467 218090 40
172 387 149770 88 208 469 219962 40
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] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

209 471 221842 100 245 551 303602 44
210 473 223730 56 246 553 305810 56
211 475 225626 84 247 555 308026 144
212 477 227530 144 248 559 312482 64
213 479 229442 32 249 561 314722 140
214 481 231362 36 250 563 316970 56
215 483 233290 96 251 565 319226 72
216 485 235226 56 252 567 321490 152
217 487 237170 32 253 569 323762 36
218 489 239122 104 254 571 326042 38
219 491 241082 48 255 573 328330 108
220 495 245026 108 256 575 330626 88
221 497 247010 72 257 579 335242 74
222 499 249002 40 258 581 337562 58
223 501 251002 84 259 583 339890 48
224 503 253010 76 260 585 342226 176
225 505 255026 76 261 587 344570 60
226 509 259082 32 262 589 346922 88
227 511 261122 80 263 591 349282 96
228 513 263170 100 264 595 354026 90
229 517 267290 80 265 597 356410 88
230 519 269362 108 266 599 358802 48
231 521 271442 28 267 601 361202 48
232 523 273530 56 268 603 363610 160
233 525 275626 116 269 605 366026 68
234 527 277730 52 270 609 370882 80
235 529 279842 40 271 611 373322 64
236 531 281962 100 272 613 375770 48
237 533 284090 80 273 615 378226 160
238 535 286226 44 274 617 380690 84
239 537 288370 124 275 619 383162 44
240 539 290522 52 276 621 385642 104
241 541 292682 48 277 623 388130 72
242 545 297026 88 278 625 390626 80
243 547 299210 64 279 627 393130 140
244 549 301402 96 280 629 395642 84
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] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

281 631 398162 52 317 711 505522 108
282 633 400690 112 318 713 508370 120
283 635 403226 56 319 715 511226 126
284 637 405770 68 320 717 514090 136
285 639 408322 88 321 719 516962 52
286 641 410882 56 322 721 519842 68
287 645 416026 188 323 723 522730 104
288 647 418610 64 324 725 525626 72
289 649 421202 52 325 727 528530 72
290 651 423802 172 326 729 531442 120
291 653 426410 64 327 731 534362 72
292 655 429026 72 328 733 537290 48
293 659 434282 64 329 735 540226 240
294 661 436922 42 330 737 543170 80
295 663 439570 136 331 739 546122 54
296 665 442226 104 332 741 549082 192
297 667 444890 72 333 745 555026 108
298 669 447562 90 334 747 558010 96
299 671 450242 60 335 749 561002 64
300 673 452930 92 336 751 564002 64
301 675 455626 140 337 753 567010 148
302 677 458330 60 338 755 570026 96
303 679 461042 76 339 759 576082 116
304 681 463762 100 340 761 579122 48
305 683 466490 48 341 763 582170 84
306 685 469226 126 342 765 585226 200
307 687 471970 152 343 767 588290 56
308 689 474722 56 344 769 591362 64
309 691 477482 52 345 771 594442 144
310 695 483026 68 346 773 597530 52
311 697 485810 64 347 777 603730 220
312 699 488602 158 348 779 606842 54
313 701 491402 56 349 781 609962 66
314 703 494210 64 350 783 613090 256
315 705 497026 124 351 785 616226 104
316 709 502682 52 352 787 619370 64
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] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

353 789 622522 124 389 871 758642 64
354 791 625682 76 390 873 762130 124
355 795 632026 136 391 875 765626 134
356 797 635210 96 392 877 769130 60
357 799 638402 80 393 879 772642 132
358 801 641602 108 394 881 776162 72
359 803 644810 88 395 883 779690 120
360 805 648026 120 396 885 783226 222
361 809 654482 76 397 887 786770 72
362 811 657722 72 398 889 790322 88
363 813 660970 160 399 891 793882 152
364 815 664226 96 400 895 801026 96
365 817 667490 68 401 897 804610 288
366 819 670762 202 402 899 808202 60
367 821 674042 58 403 901 811802 66
368 823 677330 92 404 903 815410 160
369 825 680626 204 405 909 826282 118
370 827 683930 104 406 911 829922 88
371 831 690562 128 407 913 833570 116
372 833 693890 76 408 917 840890 112
373 835 697226 96 409 919 844562 80
374 837 700570 128 410 921 848242 108
375 839 703922 60 411 923 851930 108
376 841 707282 100 412 925 855626 106
377 845 714026 108 413 927 859330 132
378 847 717410 84 414 929 863042 80
379 849 720802 128 415 931 866762 80
380 851 724202 56 416 933 870490 224
381 853 727610 96 417 935 874226 108
382 855 731026 252 418 937 877970 92
383 859 737882 60 419 939 881722 160
384 861 741322 166 420 941 885482 80
385 863 744770 80 421 945 893026 296
386 865 748226 84 422 947 896810 64
387 867 751690 248 423 949 900602 58
388 869 755162 74 424 951 904402 196
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] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

425 953 908210 100 461 1031 1062962 68
426 955 912026 102 462 1033 1067090 72
427 959 919682 144 463 1035 1071226 312
428 961 923522 48 464 1037 1075370 104
429 963 927370 148 465 1039 1079522 64
430 965 931226 152 466 1041 1083682 128
431 967 935090 104 467 1045 1092026 136
432 969 938962 132 468 1047 1096210 196
433 971 942842 72 469 1049 1100402 96
434 973 946730 136 470 1051 1104602 98
435 975 950626 192 471 1053 1108810 176
436 977 954530 96 472 1055 1113026 112
437 979 958442 126 473 1059 1121482 160
438 981 962362 174 474 1061 1125722 80
439 983 966290 72 475 1063 1129970 116
440 985 970226 108 476 1065 1134226 308
441 987 974170 176 477 1067 1138490 96
442 989 978122 58 478 1069 1142762 82
443 991 982082 64 479 1071 1147042 184
444 995 990026 144 480 1073 1151330 100
445 997 994010 72 481 1075 1155626 112
446 999 998002 184 482 1077 1159930 184
447 1001 1002002 124 483 1079 1164242 92
448 1003 1006010 88 484 1081 1168562 76
449 1005 1010026 224 485 1083 1172890 224
450 1009 1018082 84 486 1085 1177226 132
451 1011 1022122 138 487 1087 1181570 128
452 1013 1026170 80 488 1089 1185922 192
453 1015 1030226 108 489 1091 1190282 90
454 1017 1034290 216 490 1095 1199026 316
455 1019 1038362 64 491 1097 1203410 72
456 1021 1042442 124 492 1099 1207802 78
457 1023 1046530 248 493 1101 1212202 144
458 1025 1050626 112 494 1103 1216610 68
459 1027 1054730 80 495 1105 1221026 188
460 1029 1058842 174 496 1109 1229882 88
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] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

497 1111 1234322 84 533 1189 1413722 100
498 1115 1243226 120 534 1191 1418482 232
499 1117 1247690 120 535 1195 1428026 144
500 1119 1252162 156 536 1197 1432810 304
501 1121 1256642 100 537 1199 1437602 88
502 1123 1261130 96 538 1201 1442402 104
503 1125 1265626 186 539 1203 1447210 200
504 1127 1270130 152 540 1205 1452026 186
505 1129 1274642 68 541 1209 1461682 164
506 1131 1279162 168 542 1211 1466522 104
507 1133 1283690 120 543 1213 1471370 84
508 1135 1288226 192 544 1215 1476226 204
509 1137 1292770 156 545 1217 1481090 112
510 1139 1297322 88 546 1219 1485962 146
511 1141 1301882 88 547 1221 1490842 152
512 1145 1311026 120 548 1223 1495730 96
513 1147 1315610 136 549 1225 1500626 172
514 1149 1320202 288 550 1227 1505530 192
515 1151 1324802 72 551 1229 1510442 84
516 1153 1329410 88 552 1231 1515362 108
517 1155 1334026 394 553 1233 1520290 300
518 1159 1343282 72 554 1235 1525226 120
519 1161 1347922 276 555 1237 1530170 128
520 1163 1352570 116 556 1239 1535122 240
521 1165 1357226 84 557 1241 1540082 84
522 1167 1361890 148 558 1245 1550026 412
523 1169 1366562 112 559 1247 1555010 116
524 1171 1371242 74 560 1249 1560002 92
525 1173 1375930 196 561 1251 1565002 170
526 1175 1380626 188 562 1255 1575026 108
527 1177 1385330 128 563 1259 1585082 132
528 1179 1390042 190 564 1261 1590122 120
529 1181 1394762 66 565 1263 1595170 248
530 1183 1399490 168 566 1265 1600226 184
531 1185 1404226 200 567 1267 1605290 120
532 1187 1408970 116 568 1269 1610362 176
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] a d = a2 + 1 h∆ ] a d = a2 + 1 h∆

569 1271 1615442 96 605 1351 1825202 116
570 1273 1620530 124 606 1353 1830610 240
571 1275 1625626 320 607 1355 1836026 192
572 1277 1630730 96 608 1359 1846882 296
573 1279 1635842 72 609 1361 1852322 104
574 1281 1640962 224 610 1363 1857770 104
575 1283 1646090 104 611 1365 1863226 408
576 1285 1651226 130 612 1367 1868690 100
577 1287 1656370 408 613 1369 1874162 88
578 1289 1661522 116 614 1371 1879642 204
579 1291 1666682 84 615 1373 1885130 192
580 1295 1677026 160 616 1375 1890626 152
581 1297 1682210 112 617 1377 1896130 220
582 1299 1687402 130 618 1379 1901642 120
583 1301 1692602 104 619 1381 1907162 116
584 1305 1703026 264 620 1383 1912690 184
585 1309 1713482 160 621 1385 1918226 160
586 1311 1718722 176 622 1387 1923770 180
587 1313 1723970 120 623 1389 1929322 162
588 1315 1729226 174 624 1391 1934882 104
589 1317 1734490 232 625 1395 1946026 368
590 1319 1739762 84 626 1397 1951610 104
591 1321 1745042 112 627 1399 1957202 116
592 1323 1750330 296 628 1401 1962802 300
593 1325 1755626 152 629 1403 1968410 128
594 1327 1760930 96 630 1405 1974026 106
595 1329 1766242 264 631 1409 1985282 72
596 1331 1771562 120 632 1411 1990922 90
597 1333 1776890 120 633 1413 1996570 300
598 1335 1782226 284 634 1415 2002226 144
599 1337 1787570 116 635 1417 2007890 148
600 1339 1792922 88 636 1419 2013562 198
601 1341 1798282 128 637 1421 2019242 186
602 1345 1809026 144 638 1423 2024930 108
603 1347 1814410 288 639 1425 2030626 300
604 1349 1819802 86 640 1427 2036330 176
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